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Resumen

En este trabajo se propone un Modelo Complejo Extendido de Lii en seis
dimensiones (MCELG6D). Este sistema se obtiene de sustituir en las variables
reales del Modelo Clasico de Lii variables complejas. Su andlisis se extiende
a las proyecciones del sistema en cuatro (MCEL4D) y cinco dimensiones
(MCELS5D), que incluye el estudio de sus espacio-fase, los valores propios,
los exponentes de Lyapunov, sus mapas de Poincaré y sus diagramas de
bifurcacién de cada uno de los sistemas. Resulta que las proyecciones del
sistema en 4D y 5D tienen trayectorias cadticas, mientras que el sistema
complejo en 6D muestra comportamientos cuasi-periédicos e hipercaoticos,
aunque también tiene caracterfsticas de ser un atractor extrano no caotico
(SNA).

También como parte de esta investigacién se expone un modelo de tra-
fico de vehiculos en dindmica discreta. Mediante el enfoque conocido como
diagrama fundamental de densidad-flujo y utilizando una técnica analitica
del polinomio de Lagrange, en el cual se toman los coeficientes de valores
significativos que actian como los pardmetros del modelo de trafico. Estos
pardmetros del modelo de tréfico pueden producir un nimero de diferentes
trayectorias u Orbitas, y es posible representar diferentes situaciones del flujo,

incluyendo los caéticos.
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Capitulo 1

Introduccién

En esta seccion se menciona el estado del arte de los sistemas complejos

cadticos e hipercadticos, asi como los modelos de sistemas de trafico.

1.1. Estado del arte

1.1.1. Sistemas Complejos

Los sistemas dindmicos continuos no lineales, como el atractor de Lorenz
[1], se han estudiado ampliamente hasta nuestros dias. Este tipo de modelos
han despertado un gran interés en relacién a su comportamiento en el espacio-
fase debido a que muestran un comportamiento cadtico. En 1999, Chen [2]
presenté un sistema auténomo tridimensional simple, que no es difeomorfo
con el atractor de Lorenz. Mas recientemente, Lii [3] propuso otro atractor
tridimensional en un rango de valores para el pardametro k, mostrando un
comportamiento cadtico de diferentes formas el cual tampoco es difeomorfo
al atractor de Lorenz.

Todos estos modelos son conocidos como sistemas de baja dimensién (LD)

y se definen como aquellos que tienen uno y medio grados de libertad, lo que
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significa que su comportamiento puede ser descrito en un espacio-fase tridi-
mensional [4]. Cuando més de tres variables se tienen en cuenta en modelos
similares y relacionando las trayectorias seguidas por esos sistemas dindmi-
cos, es posible obtener hipercaos. Este concepto fue introducido por Rossler
[5] en 1979, como una forma superior de caos con al menos dos direcciones
hiperbdlicas de inestabilidad en el atractor, es decir, dos 0 mds exponentes
positivos de Lyapunov.

En contraste con atractores caéticos puros, aquellos con comportamiento
hipercadtico han capturado una atencién especial debido a la alta comple-
jidad presentada, requiriendo cuatro o més dimensiones para tener repre-
sentacién en el espacio-fase y son llamados sistemas de alta dimensién (HD)
[4].

Hay dos métodos para construir sistemas de alta definicién de LD sis-
temas. Un primer método (M1) es extender un sistema de LD mediante la
adicién de modos de orden superior o nuevos estados. El segundo método
(M2) consiste en la adicién de grados de libertad mediante el acoplamiento
de dos 0 més sistemas LD [4]. Una manera especifica para ampliar el nimero
de variables de estado es por medio de la sustitucion de las variables reales por
variables complejas. Tales expansiones implican nuevas propiedades y concep-
tos tales como los atractores extranos no caéticos (SNA), que son considera-
dos como sistemas con un comportamiento que se ubica entre cuasi-periédico
y cadtico. Una manera de identificar un SNA es mediante la identificacién de
los signos de sus exponentes de Lyapunov y su combinacién, es decir, dado
un sistema 4D, si dos de sus exponentes de Lyapunov son cero y los otros
dos son negativos, entonces se considera un SNA [6], [7].

Estas estructuras complejas pueden obedecer directamente a representa-

ciones fisicas de fenémenos como, por ejemplo, ldsers de la fisica, la conveccion
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térmica, campos eléctricos y polarizaciones atémicas, entre otros [8]. Uno de
los primeros enfoques de la idea de las dimensiones en expansién en aquellos
modelos clésicos es el modelo complejo de Lorenz, propuesto por Gibbon y
McGuinness [9] como una generalizacién del trabajo seminal de Lorenz. En
este tipo de sistema dos de las variables se toman como complejas, dejando
el tercer lugar como una real.

Gomez-Mont et al. [10] proponen un modelo similar de Lorenz, con tres
variables complejas y dejando sélo los pardmetros que aparecen como reales.
Su sistema exhibe dos exponentes de Lyapunov positivos, mostrando un com-
portamiento hipercaético en R® y analizan las propiedades encontradas para
dicho sistema.

En [11] los autores analizan la dindmica celular de un sistema tipo Rayleigh-
Bénard en 3D aplicando series de Fourier, obteniendo un conjunto de nueve
ecuaciones diferenciales no lineales, de la que es posible observar compor-
tamientos estables, periddicos, cuasi-periédicos o cadticos, dependiendo de
c6mo cambian los pardmetros. Identifican una bifurcacién de periodo doble
para algin conjunto de valores en los pardametros y se evalia como carac-
teristica una principal para calificar el caos en este sistema.

Rech [12] presenta un método numérico para regiones hipercadticas en un
plano de pardmetros de un sistema no lineal en 5D. Tal metodologia considera
los tres exponentes mayores de Lyapunov del sistema para construir un plano
que distingue entre los diferentes comportamientos bajo diferentes valores en
los pardmetros en colores distintos.

Barrio et al. [13] obtiene un sistema de tipo Rossler en 4D que ana-
liza numéricamente. Encuentra comportamiento caético e hipercadtico en el
sistema. También exhibe un componente de ruido cuando se calculan los

exponentes, dando una relacién directa entre los pardmetros y todos estos
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posibles comportamientos mediante estd prueba numérica.

En un articulo Wen-Juan et al. [14] analizan los equilibrios locales de un
sistema hipercaético en 4D y mediante el Teorema de la Variedad Central
estudia sus bifurcaciones de Hopf y Pichfork. Este sistema en 4D muestra
orbitas periddicas estables, ciclos limite y un atractor como parte de sus
posibles comportamientos interesantes.

Otro modelo tipo Lorenz auténomo, continuo e hipercaético en 4D se
analiza en [15], donde se investiga la estabilidad local asi como sus bifurca-
ciones de Hopf y Pitchfork en sus puntos de equilibrio. Demuestran que este
sistema no tiene trayectorias homoclinicas y sélo tiene dos érbitas hetero-
clinicas bajo ciertos valores de los pardmetros.

Por otra lado, el acoplamiento entre los sistemas muchas veces se realiza
por medio de esquemas de control con retroalimentacién. Basado en los sis-
temas de tipo Lii, Mahmud et al. [16] desarrollan un sistema auténomo y no
auténomo complejo hipercadtico, donde el comportamiento hipercadtico es
generado mediante un enfoque de realimentacién de estado. Las soluciones
para dichos sistemas muestran trayectorias que abarcan desde comportamien-
tos peridédicos, cuasi-periédicos, cadticos e hipercadticos. A pesar de que este
es un buen conjunto de ejemplos de este tipo de sistemas, hay otros igual-
mente interesantes en [17].

En otro trabajo, Mahmoud et al. [18] desarrollan un nuevo sistema com-
plejo hipercadticos de tipo Lii en la cual sus equilibrios se modifican cuando
se varfan los pardmetros. La dindmica de este sistema muestra desde com-
portamientos periédicos, cuasi-periédicos, cadticos e hipercadticos. Ademas,
estos autores utilizan control no lineal basado en una funcién de Lyapunov
para realizar sincronizacion y para regular las trayectorias del sistema de este

tipo.
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Bao et al. [17] proponen algo similar con un control lineal aplicado a
otro sistema de tipo Lii, logrando érbitas dindmicas complejos que pueden
generar atractores en 2D o 4D bajo diferentes regulaciones del control. En
otro enfoque, Zarei [19] propone un sistema auténomo hipercaéticos en 5D
que incluye un esquema de control con ocho pardmetros y s6lo un punto de
equilibrio. La dindmica de este sistema incluye un atractor cadtico que ge-
nera dos o cuatro alas para diferentes conjuntos de pardmetros y condiciones
iniciales.

El objetivo principal del Capitulo 3 es analizar la dindmica de un sis-
tema complejo extendido de Lii en seis dimensiones (MCELGD), asi como sus
proyecciones en cuatro (MCEL4D) y cinco dimensiones (MCEL5D). Basado
en un trabajo de Gémez-Mont et al. [10], el presente estudio se extiende a un
andlisis méds detallado del Modelo Complejo Extendido de Lii y al igual que
en dicho trabajo, en este caso todos los pardmetros del modelo se mantienen
fijos, ya que se espera saber si el comportamiento cadtico se conserva en este
sistema extendido y en sus proyecciones.

A diferencia de otras obras como Mahmoud [8] y Bao [17], el sistema
propuesto en el tercer capitulo es un nuevo modelo, una extensién en seis di-
mensiones basado en el atractor clasico de Lii mediante la sustitucién de las
variables reales por variables complejas. Ademds, se ha considerado un sis-
tema hamiltoniano generalizado asociado a la energfa de este sistema. Como
se ha mencionado, este andlisis retoma el trabajo de Gémez-Mont et al. [10],
sin embargo en este caso nos estamos centrando en la dindmica del MCEL6D

desde un enfoque numérico.
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1.1.2. Sistemas de Trafico

Por otro lado el estudio de sistemas de trafico vehicular se ha hecho en las
dltimas décadas utilizando cantidades promedio, que se pueden obtener de
muchas diferentes y precisas formas con el fin de analizar diversas ramas de
la ingenierfa de tréfico [24], [25]. Estas cantidades se relacionan con el bien
conocido y denominado Diagrama Fundamental [26] [27], que se presenta a
menudo como una grafica de la relacién de trafico flujo-densidad. Dicha repre-
sentacion grafica, junto con sus expresiones matemadticas, es una idealizacion
de conjuntos de puntos obtenidos a partir de mediciones reales y diferentes
expresiones matemdticas que se han propuesto para ajustarlos, reconociendo
como buenas aproximaciones que proporcionan suficiente informacién para
el andlisis determinista.

En el Capitulo 4 se emplea una técnica de aproximaciéon polinémica [28]
para encajar algunos puntos significativos identificados como aquellos va-
lores que son comunes e importantes en cada diagrama fundamental, que
constituye un modelo nuevo y adecuado para describir tal relaciéon. Ademds,
modificamos este modelo en una forma discreta, de tal manera que es posible
obtener diferentes trayectorias de un esquema iterativo. Esta propuesta surgié
con un enfoque similar a la bien conocida ecuacién logistica, tomada como
una relacién de tréfico vélida [29], pero faltando algunas especificaciones que
un diagrama fundamental tiene, lo que resulta en un andlisis interesante pero
incompleto [36].

Como mostraremos, distintos tipos de situaciones de trifico pueden ser
analizados; abarcan desde los casos de un régimen de flujo libre a las situa-
ciones de flujo congestionado, donde es posible encontrar puntos estables o
incluso eventos ciclicos. Hay algunos escenarios, sin embargo, en que parece

no existir un patrén en el comportamiento del trafico. Los valores de tréfico
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pueden oscilar pero de manera impredecible y existen algunos casos en los
que se dice que el trafico desarrolla un comportamiento caético [36].

El modelo polinomial que aqui se presenta permite obtener e ilustrar todos
estos comportamientos mediante la modificacién de un tnico pardmetro, la
velocidad media del trdfico v, que muestra que el trafico de vehiculos es
un sistema dindmico no lineal que también produce lo que se conoce como

bifurcaciones y trayectorias cuasi-periédicas [30].



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se exponen los preliminares matemaéticos que seran ttiles
en los siguientes capitulos para analizar el sistema complejo de Lii y el modelo

complejo de trafico.

2.1. Sistemas Complejos

2.1.1. Sistemas Auténomos y No Auténomos

En los sistemas dindmicos sus ecuaciones de evolucion establecen que la
variable temporal ¢ puede o no aparecer en dichas ecuaciones. En base a
esto se genera el siguiente criterio de clasificaciéon de los sistemas dindmi-
cos: un sistema se dird auténomo cuando sus ecuaciones de movimiento
contengan implicitamente el tiempo y no auténomo en caso contrario. T =
[, 22, . 2n) = f(T) 6 Tepr = f(T0).

Un sistema dindmico en el cual la variable temporal presente un papel
continuo se denomina sistema continuo. Por otra parte, si conocemos el estado
del sistema soélo para determinados valores del tiempo, se dice que es un

sistema discreto [31].
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2.1.2. Espacio Fase

Consideremos un sistema dindmico definido por las variables z;, i =

1 ,n. El espacio n-dimensional construido a partir de las variables x; se

s
denomina espacio-fase del sistema. Decimos entonces que el sistema dindmico
tiene dimensién de orden n. Por ejemplo, un sistema dindmico de orden 2
estd compuesto por un par de variables, que podemos denotar por x1, zs. El

espacio fase del sistema en cuestién es, pues, el plano z1, x5 [31].

2.1.3. Trayectoria

La solucién de un sistema dindmico z = f(x) (o su anslogo en forma
discreta) de orden n, dadas unas condiciones iniciales, consiste en un con-
junto de funciones 1 (t), ...x,(t) que satisfacen el sistema. Dichas funciones
constituyen las ecuaciones paramétricas de una curva en el espacio fase, de-
nominada trayectoria del sistema. El conjunto de trayectorias del sistema del
espacio fase para las posibles condiciones iniciales del sistema, se denomina

diagrama fase del sistema.

2.1.4. Flujo

Tomemos un sistema dindmico continuo, definido por las variables,

351 = fi(w1,72) (2.1)

Ty = fa(@1, 22)

En el espacio fase, esto es, en el plano (x1,x2) podemos definir el campo

vectorial dado por:
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@ _ ﬁ _ fo(z1, @2)
dry g, fi(z1,29)

(2.2)

dicho campo vectorial se llama campo de velocidades [31].

La introduccién del campo de velocidades nos permite imaginar el es-
pacio fase como un fluido en movimiento, lo que nos permite utilizar una
herramienta gréfica para estudiar la evolucién de los sistemas dindmicos. De

ahf que frecuentemente se hable del flujo de los puntos.

2.1.5. Punto Fijo

Definido un sistema dindmico de orden n en las variables x4, ....x,, se

denominan puntos fijos a los puntos del espacio fase que verifican,

para todas las variables [31]. Su andlogo en un sistema discreto son tales

que, Ty = f(Ty).

2.1.6. Linealizacion

Consideremos un sistema dindmico no lineal. A partir de sus ecuaciones,
podemos obtener las expresiones de los puntos fijos del sistema. Ahora bien,
analizar un sistema no lineal es més complejo que analizar un sistema lineal,
para el cual podemos realizar un procedimiento sistemdtico consistente en
hallar los valores y vectores propios de la matriz A. Buscamos, pues, una

forma de linealizar el sistema no lineal, para aplicar las mismas técnicas
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sistemaéticas de andlisis. Esbozaremos el procedimiento para un sistema no

lineal de segundo orden,

T = fi(z1, 22) (2.4)
Ty = fa(w1, 22)

para el cual un punto fijo viene dado por (2%, z9), esto es,

fi(ah, 23) = fa(a},25) = 0 (2.5)

que constituyen las componentes de una perturbacién alrededor del punto
fijo. Para estudiar si la perturbacién crece o decrece en el tiempo, derivamos

respecto de t,

u=m; = f1(2) +u,z5+v) = fl(x?,mg)~l—u%+v%—|—0(u2,v2,uv) (2.6)
81'1 8:52

donde hemos usado el desarrollo de Taylor de la funcién f;. Entonces al

ser f1(29,23) = 0 por ser un punto fijo,

: dfi df1 2 2
=u——+v—=—"-+0 2.
U=1u o ) ) (u®, v*, uv) (2.7)

y de forma similar

T T
v=ug - —H](?m + O(u®, v°, uv) (2.8)



CAPITULO 2. PRELIMINARES 12

2

Si los términos cuadraticos, englobados en el término O(u?,v?, uv) son

despreciables frente a los términos lineales, obtenemos el sistema lineal,

—J = | oo - (2.9)
v v o 52 ) o \ Y
! 2 (1,23)

que puede ser analizado con los mismos métodos de un sistema lineal.
Las condiciones en las cuales los términos de segundo orden pueden ser des-
preciados dependen de los autovalores de la matriz jacobiana .J y serdn co-
mentados posteriormente [31].

La linealizacién también se le conoce bajo el Teorema de Hartman y
Grobman. El cual dice que si x es un punto fijo del sistema = = f(z) y J es
la matriz Jacobiana asociada al sistema cumplen que .J tiene valores propios
con parte real distinta de cero, entonces las érbitas locales del sistema no
lineal en el punto fijo corresponden a orbitas cercanas al origen del sistema
lineal asociado a .J, es decir, se preserva la estabilidad. Formalmente es el

siguiente teorema:

Teorema 2.1 [31] Si T es un punto fijo hiperbélico de v = f(x),z € R™
entonces tenemos un homeomorfismo h definido en alguna vecindad N de T
en R™, manda orbitas locales del sistema no lineal hacia el sistema lineal. La
funcion h preserva el sentido de las drbitas que también puede ser elegido a

fin de preservar la parametrizacion por el tiempo.

2.1.7. Valores y Vectores Propios

Sea un sistema dindmico lineal de segundo orden, definido por la ecuacién,

X = AX, el rango de A es 2 y su tnico punto fijo es en el (0,0). Deseamos
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hallar soluciones del tipo x(t) = exp(At)v, siendo v = (v1,vz) un vector
constante del espacio fdsico. Dichas trayectorias corresponden a rectas que

pasan por el origen en el espacio fase, tal y como puede comprobarse haciendo,

I 01

lo que nos permitird realizar un esbozo gréfico del flujo en el plano fase,
(x1, z2). Introduciendo la solucién buscada en la ecuacién del sistema y re-
alizando ciertas manipulaciones algebraicas, obtenemos la ecuacién, (A —
AM)v = 0, donde [ es la matriz identidad. La expresién anterior reduce el
problema a hallar los valores propios de la matriz A, definidos como aquellos
que anulan el polinomio en A resultante de hallar el determinante |A — \1|,

que es el polinomio,

N —(a+dI+ad—bc=X\—-TA+A=0 (2.11)

Una vez hallados los valores propios A1, A2 que pueden ser iguales o distin-
tos, al introducir cada uno de ellos en la ecuacién (A — AI)v = 0, obtenemos
vectores vy, V9 que se denominan vectores propios asociados, respectivamente,

a los valores propios o autovalores Aj, Ag [31].

2.1.8. Mapa de Poincaré

El mapa de Poincaré es un grafico que permite analizar un sistema dinami-
co. En este mismo mapa uno puede observar si los flujos son caédticos, pe-

riédicos o cuasi-periddicos.

Teorema 2.2 [31] Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € CY(E).

Sponemos que ¢,(x¢) es una solucion periddica de x = f(z) de periodo T
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y que el cicloT = {x € R" | x = ¢,(20),0 < t < T} estd contenido en
E. Sea ¥ un hiperplano ortogonal a T en xy, es decir, sea X = {{z € R" |
(x — x0) - f(xo) = 0}. Entonces existe una § > 0 y una tinica funcién 7(x),
definidad y continuamente diferenciable para x € Ngs(zo) de tal manera que

T(x0) =T y ¢.(,)() € ¥ para todo x € N5(x0).

2.1.9. Exponentes de Lyapunov

La dependencia exponencial de las condiciones iniciales significa que si
tomamos dos puntos iniciales que estédn separados uno de otro a una pequena
distancia dj en %y, después que va creciendo el tiempo ¢ las trayectorias em-
piezan a diverger exponencialmente. La dependencia de la distancia d entre
dos trayectorias al tiempo ¢, asi como su separacién inicial dy en t = g, la
funcién exponencial estd dada por d(t) = dy(tg)e.

El exponente denotado por A es un indicador de la sensibilidad a pequenas
perturbaciones de las condiciones iniciales, lo que es referido al exponente de

Lyapunov, que puede ser expresado como A = lim; ., %ln % [31].

2.1.10. Diagrama de Bifurcacion

Consideremos una familia de sistemas X’ = F,(X) donde a es un pardmetro
real. Si asumimos que F, depende de a en una manera C'*°. Una bifurcacion
ocurre cuando existe un cambio significante en la estructura de las soluciones
del sistema cuando a varfa. Los tipos m&s simples de bifurcaciones ocurren

cuando el nimero de soluciones de equilibrio cambia conforme a varfa [31].
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2.2. Sistemas de Trafico

2.2.1. El Diagrama Fundamental

Un enfoque macroscépico del trafico vehicular se centra en las variables
agregadas, como velocidades promedio, flujos y densidades vehiculares. En
este caso, la velocidad v se conoce como la velocidad de los vehiculos de
enfrente, a menudo considerado como la velocidad méxima alcanzada por
el movimiento del coche promedio en un flujo libre, la situacién de no con-
gestionamiento. De la figura 2.1, es posible observar que esta cantidad esta
muy cerca del valor a la linea tangente de la mayorfa de los valores en la
parte ascendente a la curva, pero esta caracteristica cambia cuando el flujo

se aproxima a su valor maximo ¢px.

Fig. 2.1 Densidad-Flujo (g vs k).

Diagrama Fundamental Clasico.

La congestién aparece, y puede ser més valioso saber la velocidad del
frente hacia atras de la congestién w, una cantidad que mide la onda de
frente como se mueve en la direccién opuesta al flujo de trafico, estrechamente
relacionado con la parte descendente de la curva de Daganzo [26]. El flujo ¢

es una cantidad relacionada con un conjunto de vehiculos que se mueven con
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el tiempo. Puede ser un nimero de vehiculos que pasan por un punto en un
intervalo de tiempo o un conjunto de coches que atraviesa una secciéon dentro

de un intervalo de tiempo [24], [26].

alke)

qlky )
glkey )

\J

Fig. 2.2 Simplificacion del
Diagrama Fundamental

Densidad-Flujo Normalizado.

La densidad k se define como el nimero de vehiculos que ocupan una
secciéon de un carril o tramo de una carretera. Una medida directa de la
densidad se puede obtener con las fotografias aéreas, imédgenes de video o las
observaciones in situ, es decir, la limitacién de la longitud de un camino y
contar los vehiculos presentes en ella en un momento de tiempo [26], [32].

Estas tres cantidades se relacionan de manera simplista a través de ¢ =
Q(k,v) y se representan en la Fig. 2.1. La forma de esta curva es mds bien
descriptiva e idealizada. Depende de los casos particulares de las carreteras
y sus condiciones. Es una funcién completa y continua, pero encontrar toda
la gama de valores para cada variable experimental no es muy probable. Los
datos obtenidos en la vida real tienen muiltiples discontinuidades, en la que
muchas partes de esta curva no estédn presentes [33].

Esta curva ilustra varios puntos importantes. Tenga en cuenta que el flujo

nulo se produce en dos condiciones diferentes:
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1) Cuando no hay coches en la carretera, la densidad y el flujo son cero.
La velocidad serd la del primer piloto que aparece, en general, un valor alto.
Esta velocidad se representa en el diagrama fundamental como la pendiente
v de una linea recta que pasa por el origen, conocida como la velocidad de
flujo libre.

2) Cuando la densidad se vuelve tan alta que todos los vehiculos se ven
obligados a detener, el flujo es cero de nuevo, ya que no hay movimiento. La
densidad en esta situacion se conoce como densidad de congestionamiento y
que se denomina por k.

Entre estos dos extremos hay muchas condiciones del flujo vehicular. Co-
mo incrementos de densidad desde cero, el flujo hace lo mismo, ya que hay
mads coches en la carretera, pero ya que esto va a disminuir la velocidad,
debido a las crecientes interacciones entre vehiculos. Esta disminucién en la
velocidad es imperceptible cuando las densidades y los flujos son bajos o in-
cluso medio, pero aumenta notablemente la densidad g y el flujo k alejandose
del comportamiento lineal.

La caida de la velocidad es notable antes de que el flujo alcanza su valor
maximo. Esta condicién se muestra en la Fig. 2.1 en un punto donde se en-
cuentran la densidad critica k¢ y el flujo maximo gns,. Después, la velocidad
y el flujo disminuyen, mientras que aumenta la densidad y comienzan las
situaciones de estados congestionados en el diagrama fundamental.

Otra punto importante relacionado a esta curva visible, es el que corres-
ponde directamente a la velocidad del frente hacia atrds de la congestién w,
y se asocia con una linea recta trazada desde el punto k; densidad de atasco
como se ilustra en la Fig. 2.1. Como se puede observar, cualquier flujo, excepto
por el valor més alto, puede ocurrir en dos condiciones diferentes, una con

baja densidad y otra con alta densidad.
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2.2.2. Caos en modelos trafico vehicular

Sea X = (X,d) un espacio métrico y sea f : X — X una funcién con-
tinua. Dado que el contradominio y el domino de f son en el mismo espacio,
podemos definir nuevas funciones a partir de la composicién de f consigo
misma: f° serd la funcién identidad, f =id: X — X, ft = f, f2= fo f,
f2=fofof,...,f" = fofo...of. Llameremos a estas funciones las iteradas
de f. Las siguientes dos propiedades son imediatas: Si n,m € N (N represen-
ta al conjunto de los nimeros enteros positivos) entonces f™ o f™ = ™ y
(f™)™ = f™. Dado un punto x € X la siguiente sucesién serd la érbita de z

bajo f

{z, f(2), f*(2), f(2),...} = oz, f) (2.12)

Definicién 2.3 [30] Sea [ : X — X. Decimos que x es un punto periddico
de f o tiene una drbita periddica bajo f, si existe n € N tal que f™(x) = z. Al
menos de estos nimeros le llamamos el periodo de z. Si f(x) = x, decimos
que = es un punto fijo (ademas de ser un punto periddico de periodo 1). Al

conjunto de todos los puntos periddicos de f lo denotaremos asi: Per(f).
La definicién de caos en el sentido de Devaney [30] es,

Definicién 2.4 [30] Sea f : X — X. Decimos que f es cadtica en X si se
cumplen las siguientes tres condiciones:
i) El conjunto de puntos periddicos de f forma un conjunto denso en X.
it) [ es transitiva en X .

iii) [ es sensible a las condiciones iniciales en X .
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2.2.3. Intervalos de Comportamiento

Definicién 2.5 [30], [36]. Si Q es una funcion de una manera tal que Q(k*) =

k*, entonces k* es un punto fijo de Q).

Definicién 2.6 Un punto k es conocido como un punto periddico [30], [36]
de la funcion Q con periodo m si Q™ (k) = k, es decir, k es un punto periédico
de Q) con periodo m si k es un punto fijo de Q™. El punto k tiene un primer
periodo mg st Q™ (k) =k y Q"(k) # k siempre 0 < n < my, es decir, k tiene
primer periodo my st k regresa de nuevo a un punto anterior por primera vez
después de mq iteraciones de Q). El conjunto de todas las iteraciones de k se
llama la orbita de k y si k es un punto periddico entonces el conjunto de sus

iteraciones se llama una drbita periddica o un ciclo.

Definicién 2.7 Sea () una funcion y un punto periddico p de () con un
primer periodo m. Entonces k es asintotica a p si hay una secuencia de
k,Q™(k), Q*™(k), Q> (k), ... que converge a p, es decir, log, ... Q"™ (k) = p.
El conjunto estable de p, denotado por Q(p), incluye todos los puntos que
son asintdticos a p [30], [36].

Teorema 2.8 Sea Q una funcion continua y derivable y sea p un punto fijo
de Q. A continuacion, el valor absoluto de la derivada de @Q en p, |Q'(p)| < 1
implica que existe una vecindad alrededor de p, que esta contenida en 4(p)
y |Q'(p)| > 1 implica que existe una vecindad alrededor de p cuyos puntos
hacen que los valores de () divergan bajo la iteracion. La demostracion de

este teorema se puede encontrar en la referencia [36].

Definicion 2.9 Sea p un punto periddico de () de primer periodo m. Si
1(Q™)'(p)| < 1, entonces p es un punto periddico atractor de p. Si [(Q™)'(p)| >
1, entonces p es un punto periddico repulsor de QQ [30], [36].
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Definicion 2.10 [39] La solucion cero de la ecuacion (4.9) se dice que es
exponencialmente estable si M > 0 y 5 € [0,1], tal que Vo, ag € Zy, ¢ > aup;
VE* € R™ : ||Q(av, g, k%)|| < M B ||k*||.

Teorema 2.11 Cada punto fijo k* del polinomio (4.9) es exponencialmente

estable.

Demostracién. Considera el polinomio ) de la ecuacién (4.9) y consi-

dera su forma derivada,

— v (2.13)

Si k* es un punto fijo y si |Q(k*)| < 1 entonces,

Q(k) — Q(F")
k— k*

lim
k—k*

Para un punto fijo Q(k*) = k*

<1 (2.14)

Q(k) — K

1 2.1

lim
k—k*

Debido a que el polinomio Q(k,v) es continua y su derivada en k* existe,

entonces,

Qk) — k7
k— k*

Hay una § > 0 tal que k € (k* — d,k* 4+ 6) N [0,1] y por lo tanto,

lim < MBY kT < 1

k—k*

‘—Q(k) il < MBk* < O <1

k — k*

Asi

|Q(k) — k*| < C' |k — k™| (2.16)
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Como la distancia de k a k* es menor que 0, es decir, |Q(k) — k*| < 4,

entonces

QK™ —0,k*+0)N[0,1]) C (kK" —0,k* +0)N0,1] (2.17)

Esto se puede extender a cualquier niimero de iteracién n € N

|@n(k) = K| < C" |k — £

Por lo tanto, Yk € (k* — 0, k* +6) N[0, 1], el polinomio iterativo @, (k) es

exponencialmente estable y entonces @, (k) — k*. =



Capitulo 3

Modelo Complejo de Lii

En el presente capitulo se analiza la dindmica del MCELG6D asf como sus

proyecciones en cinco (MCEL5D) y en cuatro (MCEL4D) dimensiones.

3.1. Modelo Clasico de Lii

En el 2002, se publicé el atractor caético de Lii [3]. Este consiste en un

sistema de ecuaciones diferenciales auténomas tridimensionales:

r = a(ly—x) (3.1)
y = —wxz+ky
2 = zy—bz

Lii desarrollé toda una serie de andlisis para cubrir todos los compor-
tamientos que este sistema muestra cuando cambian los valores de sus para-
metros. Cuando estos pardmetros son a = 36,b =3 y 12,7 < k < 29,345, sus

trayectorias son cadticas.

22
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3.2. Modelo Complejo Extendido de Lii (MCEL6D)

A partir del modelo clasico de Lii, se propone un nuevo modelo auténomo

no lineal.

T = ay —ar; (3.2)
Y = kyi— w2+ 222

21 = —bz 4wy — T2

Ty = ay, — amy

Yo = kyp— 17+ 222

2o = —bzy 4 w1ys + T2y

Si las variables x,y y z son sustituidas por variables complejas © = x; +
19,y = Y1 +1Ys y 2 = 21 + 12 el modelo original se modifica en una versiéon
extendida que estd descrita por un sistema de seis ecuaciones, donde las
variables x1,1; v z; son la parte real, mientras que las variables zs, s v 2o
son la parte imaginaria del sistema (3.2).

Como se verd en las siguientes subsecciones, este sistema cumple con
algunas ttiles propiedades de manera similar a otros modelos como el de

Lorenz, Chu y obviamente Lii.

3.2.1. Dinamica Hamiltoniana para el MCEL6D

En la siguiente subseccién se propone un hamiltoniano generalizado del
MCEL6D. Como se mencioné anteriormente, el modelo es una extensién
natural de los resultados obtenidos en [20], donde se describen diferentes
sistemas hamiltonianos, a pesar de que en el presente caso se ha omitido el

término r y sélo se tiene en cuenta la energia cinética de nuestro modelo. Si
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consideramos un sistema no lineal suave dado en la siguiente forma canénica

del Hamiltoniano Generalizado [20],

i:j@£§+§@€g,x€R” (3.3)

donde H () denota una funcién de energia suave que es globalmente posi-

tiva definida en R". La columna del vector gradiente de H denotada por %—Z
se asumen que existe en todos lados. Frecuentemente usamos la funcién de

energia cuadrética de la forma,

m@:%ﬂM@> (3.4)

donde M una matriz de constantes, simétrica y definida positiva. La ma-
trices cuadradas J(z) y S(z) para todo z € R" satisfacen las siguientes

propiedades que muestran la estructura de energfa del sistema,

J(x)+ J(x)' =0, S(z)=5(x)T (3.5)

El campo vectorial J (a:)%—f exhibe la parte conservativa del sistema y

también se le conoce como la parte sin trabajo o la pérdida de la fuerza
de trabajo del sistema. La matriz S(z) es, en general, una matriz simétrica
que representa el trabajo o la parte no conservativa del sistema. Para ciertos
sistemas, la matriz simétrica S (x) es negativa definida o negativa semidefinida
[20].

Por lo tanto el sistema puede escribirse de la forma hamiltoniana gene-

ralizada, tomando como funcién de energfa hamiltoniana la funcién escalar,

11 1
H(z) = 5 ax%—l—y%%—zf—kax%—ky%%—zg (3.6)

Esto produce, de acuerdo con el procedimiento anterior
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7 0 2 0 0 0 0
n —¢ 0 —z 0 0 0
% 0 x O 0 O 0
o 0 0 0 0 & 0
s 0 0 0 -2 0 —m
i 22 i | 0 0 0 0 T 0
0 2 0 0 0 0
¢ 0 -z 0 0 0
0 = O 0 O 0
0 0 0 0 ¢ 0
0 0 0 -2 0 —u
0 0 0 0O 21 O

3.2.2. Invarianza y Simetria en el MCELG6D

+

25

(3.7)

Es facil demostrar que una transformacion de coordenadas es de la forma

($17y17217$2;y2722) - (_Ilu —Y1, 21, — T2, —y2,22)

(3.8)

lleva a que el sistema (3.2) sea invariante. Por otro lado, la misma trans-

formacién permite observar que las trayectorias desarrolladas por (3.2) pre-

senten simetria respecto a los ejes z; y 2. Estas propiedades también estéan

presentes en los modelos cldsicos de Lorenz, Chen y Lii.

3.2.3. Disipacion en el MCEL6D

Un gran nimero de sistemas cadticos son disipativos. Estos sistemas

cumplen la condicién de convergencia
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" Ox;
V=3 5. <0 (3.9)

i=1

Para el sistema (3.2) esto se expresa por medio de

or, N Oy N Ox3 N Oy N Oxs N Oxg
(%1 (‘%g 8x3 8%4 81E5 8x6

Realizando estas operaciones y haciendo sustituciones apropiadas ten-

VV =

(3.10)

€1mos

VV=-—a+k-boat+k—b=—2a+2k—2b<0 (3.11)

De (3.11) se puede ver que k < a + b, y por lo tanto el sistema (3.2) es
disipativo para ese rango de valores de k, en funcién de las cantidades a y
b. Esto significa que las trayectorias asintéticas se asientan sobre el atractor.
También significa que cada volumen que contiene el sistema de movimiento
se desvanece a cero cuando el tiempo incrementa exponencialmente. Es decir,

Cii_‘:v _ 6Q(k—a—b) — oW (312)

Esto implica que el volumen del atractor disminuye por un factor de e,

y para cada momento en particular ¢ el volumen es:
V(t) = Voe (3.13)

3.2.4. Condicién Cauchy-Riemann del MCELG6D

Con el fin de conocer si un sistema dindmico es holomorfo, es necesario
comprobar si este sistema satisface la condicién de Cauchy-Riemann. Nece-

sitamos las siguientes definiciones y un teorema cldsico. Ahora consideramos
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una funcién f : @ — C en un conjunto abierto 2 — C, es decir, en un

conjunto abierto 2 C R2.

Definicién 3.1 [21] Decimos que f es diferenciable en el punto zy € § si

el limite f'(z) = lim,_,,, LE=LC) coiste. En este caso, el nidmero f'(z) es

2—20

denominado la derivada de f en zy.

Definicién 3.2 [21] Cuando f es diferenciable en todos los puntos de (2

decimos que f es holomorfa en €.

Teorema 3.3 [21] Si f es diferenciable en zy = xo+ iyo entonces g—; = g—z Yy

‘g—Z’ = —% en (zo,Y0). Ademds, la derivada de f en z estd dada por f'(z9) =

(w0, y0) + 5% (20, 0)-

En vista de los anterior, en el caso del MCEL6D tenemos que 2 C C”

una vecindad en el origen en C", con 7 = y/—1. Entonces,

dz "

donde f(2) = (fi(2), s )" .2 = (21,0, 20) s 20 € C, ful2) : Q@ —
C,a = 1,..,n, f(z.) = 0. Sustituyendo z, = z, + iy, donde f,(z) =
Ua(,y) +iv,(z,y), sistema (3.14) puede ser rexpresado de la siguiente forma

con funciones reales de variables reales:

r = u(r,y) (3.15)
y = v(z,y)
donde = = (21, ... )T,y = (Y1, o, yn) Ty = (ug, oy un)’ y v(vg, . v0) T

Esta expresion para u(z,y) y v(x,y) tiene una estructura precisa:
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ayy — ary
U($1a91>zl,$2,yz,z2) = I{Jyl — X121 + T929 (316)

—bz1 + 1Yy1 — T2y

alYs — ATy

v(T1, Y1, 21, T2, Y2, 22) = | kyg — 2122 + Taz (3.17)

i —bzy + T1Y2 + T2l |

las cuales son funciones diferenciables en C3. Para verificar que la condi-

ciéon Cauchy-Riemann se satisface, es ficil ver que,

Ou,  Ov,

o _J0e (3.17a)
g_zi _ g_z (3.17b)
Z_QZ _ g_zz (3.17¢)
gzz _ ‘g_:;? (3.17d)
gZZ _ g_?;j (3.17¢)
(6;:: _ _2_7: (3.17f)

para a = 1,2,3. Por lo tanto el sistema es holomorfo (ver [21] y [22]).
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3.2.5. Equilibrio del MCEL6D

Para calcular el equilibrio del sistema (3.2), se considera el siguiente con-

junto de ecuaciones:

ayr —ar; = 0 (3.18)
kyy —x121 + 220 = 0
bz + iy —w2y2 = 0
ays —ary = 0
kys — 120 + w22y = 0
—bzo +mYyo + 251 = 0
donde a = 36,b = 3 y k = 14,5. Estos pardmetros se mantendran fijos
a lo largo de esta investigacién. Resolviendo algebraicamente las ecuaciones

(3.18) se tienen cinco puntos de equilibrio: Fy, s, E3, By y E5 descritos por
la Tabla 1.

Tabla 1. Puntos Equilibrio MCEL6D

T Y1 21 T2 Y2 22

Ey 0 0 0 0 0 0
E, -6.59 -6,59 14.5 0 0 0
Es 659 6.59 145 0 0 0
Ey 0 0 14.5 -6.59 -6.59 0
Es 0 0 145 6.59 6.59 0

3.2.6. Estabilidad del MCEL6D

El homomorfismo entre los valores complejos (3.14) y aquellos valores

reales (3.15) del sistema lleva a usar los métodos existentes para analizar la
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estabilidad. De esta manera el sistema (3.15) puede ser linealizado cerca de
su punto de equilibrio z, = x, + iy,:
T T
| = (e ve) (3.19)
Y Y
donde

a(”l) ceey /U/n7 /U]_a ceey Un>
a(l'l, vy Ty Y1y oeey yn) (ze,Ye)

J(e,ye) = (3.20)

es la matriz jacobiana de (uy, ..., Up, v1, ..., v,) evaluada en z, = . + iye..
Por lo tanto, para determinar la estabilidad local de un sistema no lineal del
tipo (3.2) es posible centrarse sobre los eigenvalores de la matriz Jacobiana
relacionada al sistema, de la misma manera valuada como en los sistemas
reales [22].

Para el presente caso, la matriz Jacobiana del sistema (3.2) estd definida

por la expresién siguiente:

Ozy  Qwy 9z 91y dmy  Ox;y
o1 oY1 0z1 Oz Oya Ozo
dyr Oy oy Oy 9y On
ox1 oy 0z1 Ory Oy Ozo
921 9z Oz dm 94 94
J = 8?1 ay} 87;'1 8:5'2 8y.2 83.2 (321)
Ozg  Ozy Odwy Oz Oza  Omy
o1 oY1 0z1 Oz Oy2 0za
Oya Oy Oy Oy Oya Oya
Ory Oy1 0z Oxa Oyz Oz
Ozy 0z 0Oz Oz 9z 9z
ox1 oy Oz1 Ory  Oya Ozo

evaluando en (3.20) se tiene,
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i

Y2

a 0
kK —x
r1 —b
0 0
0 —x9
z9 0

0 0 0

29 0 Ty
B (3.22)
—a a 0
-2k  —x

W T —b

Los eigenvalores de (3.22) se muestran en la Tabla 2, donde se puede

observar que sus cinco puntos de equilibrio son hiperbdlicos. También hay

que notar que el origen y los cuatros puntos de equilibrio restantes son puntos

foco-silla.
Tabla 2. Eigenvalores del MCELGD

A A2 A3 A4 As A6
E, 2541251 2.5-12.51 -36 9.4 -3 -14.6
Ey -52419.3i -5.2-19.3i  0.1-9.6i 0.14+9.6i -42.8 6.1
Es  -22-84i -22484i -31.84+11i -31.8-11i -7.3 15.4
Ey, 81428 -89+46.4i -37.4-3.51 -17.2-0.91 0.14+413.4i 1.8-11.6i
Es  8.1-2.8i -8.9-6.41 -37.4+3.51 -17.240.91 0.1-13.4i 1.8+11.6i

3.2.7.

Simulaciones Numéricas MCEL6D

Se utilizé el método de Runge-Kutta de cuarto orden para calcular las

trayectorias del sistema (3.2). Este mismo método también se utiliza en todos

los cédlculos numéricos en este trabajo.
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Fig. 3.1 MCELG6D con la condicién
inicial de (1,1,1,0,0,0). a) Espacio
fase, b) plano XY, ¢) plano XZ y d)
plano YZ.

Para calcular los exponentes de Lyapunov, el algoritmo utilizado es el
propuesto por Wolf et al. [23]. Los valores apropiados del tiempo del transi-
torio es igual a 3 x 10° y el tiempo de integracién de 1.5 x 10* con el fin de
obtener un resultado confiable en el cédlculo de los exponentes de Lyapunov
[13]. Las figuras del 3.1 a 3.5 representan retratos en el espacio-fase para el

sistema 6DECLM para diferentes condiciones iniciales.
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Fig. 3.2 MCELG6D con la condicién
inicial de (1,1,1,0.5,0.5,0.5). a)
Espacio fase, b) plano XY, ¢) plano
XZ y d) plano YZ.

Fig. 3.3 MCELG6D con la condicién
inicial de (1,1,1,1,1,1). a) Espacio
fase, b) plano XY, ¢) plano XZ y d)
plano YZ.
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En la figura 3.1 se muestra el comportamiento hipercaético conseguido
mediante la condicién de valores positivos o negativos en las variables reales y
en las variables imaginarias tomando valores de cero. Se observa esta misma
dindmica, si tomamos los valores de punto de equilibrio como condiciones
iniciales. Se observa que el rango de valores en el espacio-fase aumenta a
medida que las condiciones complejas toman valores reales que estdn mas
alejadas del origen, distorcionando el atractor cldsico de Lii en una forma

que hemos denominado las "alas de Lii".

= -4
-5 2000 S1000 0 1000 2000

x 10" c x 10" d

4
2
(1]

-2
-5 o 5 -1000 1] 1000 2000

Fig. 3.4 MCELG6D con la condicién
inicial de (1,1,1,2,2,2). a) Espacio
fase, b) plano XY, ¢) plano XZ y d)
plano YZ.

Los exponentes de Lyapunov calculados bajo la siguente condicién ini-
cial (1,1,1,0,0,0) son: Ly = 0.6,Ly = 0,L; = —24.9,Ly = 0.6,Ls = 0
y Lg = —24.9. Este conjunto de exponentes de Lyapunov dan un cardc-
ter hipercaético al sistema (ver Fig. 3.6). Si la condicién inicial cambia a
(1,1,1,0.5,0.5,0.5) otras trayectorias aparecen (Fig. 3.2). En este caso, la parte

compleja toma valores positivos cercanos al origen.
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Fig. 3.5 MCELGD con la condicién
inicial de (0,0,0,1,1,1). a) Espacio
fase, b) plano XY, ¢) plano XZ y d)

plano YZ.
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Fig. 3.6 Exponentes Lyapunov MCELG6D para

una condicién inicial (1,1,1,0,0,0).

El atractor comienza a distorsionarse, el sistema (3.2) tiene un compor-

tamiento cuasi-periédico y sus exponentes de Lyapunov son: L; = 0, Ly =
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0,L3=-249Ly=0,L5 =0y Lg = —24.9 (ver Fig. 3.7). La figuras 3.3y 3.4
tienen valores positivos en sus partes reales e imaginarias. Ambas tienen un
comportamiento cuasi-periédico. Diferentes aspectos surgen de condiciones
iniciales distintas: (1,1,1,1,1,1) y (1,1,1,2,2,2) respectivamente.

Los exponentes de Lyapunov para estos caso son L; = 0,Ly = 0, L3 =
—24.9, Ly =0,Ls =0y Lg = —24.9 (ver Fig. 3.8) y para el segundo caso
son: Ly =0,Ly =0,L3 =—-24.4,Ly=0,L5 =0y Lg = —24.4 (ver Fig. 2.9).
Si tomamos la condicién inicial (0,0,0,1,1,1) la trayectorias se muestran en la
figura 3.5. No6tese que para este caso se toman valores cero en la parte real
y valores unitarios en el conjunto de variables imaginarias. En la figura 3.10
sus exponentes de Lyapunov son: Ly =0,Ly =0,L3 = —24.4, L, =0,L5 =0
y Lg = —24.4.

Una manera alternativa de visualizar las trayectorias del MCELGD, se
presentan en las figuras 3.11 y 3.12. Como se puede observar en estas figuras,

se muestran sus trayectorias cuasi-periddicas.

—2of;
_a5} -

-30

-35

0 50 100 150 200

Fig. 3.7 Exponentes Lyapunov MCEL6D

para una condicién inicial (1,1,1,0.5,0.5,0.5).
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Para estas figuras se tomaron 200 condiciones iniciales aleatorias, 56 de
ellas no fueron capaces de pasar del estado transitorio. A continuacién, las
figuras 3.11 y 3.12 son el resultado de sélo 144 condiciones iniciales de las
trayectorias periddicas de la parte reale e imaginaria del sistema que lograron
pasar el transitorio. La figura 3.11, que hemos llamado "alas Li", se muestran
simultdneamente todas las trayectorias obtenidos por simulaciones de 144
condiciones iniciales distintas y generados al azar, teniendo sélo las variables

reales del 6DECLM, es decir, sélo x1,y; y z; tomado sélo el plano X; — 7.

50 100 150 200

Fig. 3.8 Exponentes Lyapunov MCEL6D

para una condicién inicial (1,1,1,1,1,1).

La figura 3.12 es analéga a la 3.11 donde se muestran simultdneamente
todas las trayectorias obtenidos por simulaciones de 144 condiciones iniciales
distintas y generados al azar, teniendo sélo las variables imaginarias del 6DE-

CLM, es decir, sélo xs,ys v 22 tomado sélo el plano Xy — Z,.
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50 100 150 200

Fig. 3.9 Exponentes Lyapunov MCEL6D

para una condicién inicial (1,1,1,2,2,2).

)

50 100 150 200

Fig. 3.10 Exponentes Lyapunov MCEL6D

para una condicién inicial (0,0,0,1,1,1).

Es importantes destacar que los planos-fase del MCEL6D muestran una

dindmica cuasi-periédica sélo para las variables reales (Fig. 3.11) y luego s6lo
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para las variables imaginarias (Fig. 3.12). Los plano-fase aqui mostrados son
similares a los plano-fase encontrados en [10].

También se calculé la seccién de Poincaré para MCEDLGD. La Fig. 3.13
representa una grafica para la condicién inicial que corresponde con (1, 1, 1,
0, 0, 0), mientras que la Fig. 3.14 representa un diagrama analogo con una
condicién inicial (1, 1, 1, 1, 1, 1).

Es evidente que si una condicién inicial (z1(0),y1(0), 21(0),0,0,0) tal co-
mo cuando se toma cualquier niimero real, pero todos los valores imaginarios
se establecen como cero, entonces el mapa de Poincaré mostrard una forma de
"V ". Esta misma situacién se presenta cuando se utilizan los puntos de equi-
librio como condiciones iniciales. Tal forma de " V"también se presenta para
el mapa de Poincaré del modelo clédsico de Lii. Sin embargo, cuando todos
los valores, reales e imaginarios, son distintos de cero, el mapa de Poincaré

se presenta sélo como una linea vertical.

100

Fig. 3.11 X1-Z1 plano-fase de variables reales
MCELG6D, con 144 condiciones iniciales

aleatorias.
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Finalmente, se presenta el diagrama de bifurcacién del MCEL6D, obtenido
mediante la variacién del pardmetro k del sistema (3.2). Para una condicién
inicial de (1, 1, 1, 0, 0, 0), el diagrama de bifurcacién muestra ser de periodo
doble. (Fig. 3.15). Este tipo de bifurcacién se obtiene cuando las variables

x1,Y1 v 21 son diferentes de cero y las imaginaris, x5,y v 22 son cero.

Fig. 3.12 X2-72 plano-fase de variables
complejas MCELG6D, con 144 condiciones

iniciales aleatorias.

Otra situacién similar se presenta cuando el sistema toma los puntos de
equilibrio como condiciones iniciales. Sin embargo, si las condiciones iniciales
tienen valores en todas sus variables distintas de cero, la bifuracién no es
de periodo doble, como se exhibe en la Fig. 3.16. Para esta bifurcacién es
posible observar que el valor de k sélo varfa en un rango entre 12.5 y 14.5,

donde la mayorfa de los puntos estén localizados.
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Fig. 3.13 Mapa Poincaré MCELGD con una
condicién inicial de (1,1,1,0,0,0).
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Fig. 3.14 Mapa Poincaré MCELGD con una

condicién inicial de (1,1,1,1,1,1).

Basado en los resultados obtenidos del MCELGD, es posible destacar la

doble naturaleza de la dindmica que presenta este sistema bajo diferentes
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conjuntos de condiciones iniciales. El hipercaos es una primera dindmica que
presenta el MCEL6D, tomando sus equilibrios como condiciones iniciales.
Este comportamiento se mantiene cuando el conjunto de condiciones iniciales
son distintos de cero para todas las variables reales y cero para todas las
variables imaginarias.

La cuasi-periodicidad es una segunda dindmica que presenta el MCELGD.
En lugar de los puntos de equilibrios, si se toman condiciones iniciales en
una vecindad de esos equilibrios o més alld, a continuacién, del hipercaos se

obtienen trayectorias cuasi-periddicas y las alas Lii se distorsionan.

Fig. 3.15 Diagrama de Bifurcacién MCEL6D

para condicién inicial de (1,1,1,0,0,0).

Debido al hecho de que el MCEL6D tiene esta doble dindmica y sus
exponentes de Lyapunov son: Ly = Ly = Ly = Ly =0y L3 = Lg < 0, este
sistema puede ser identificado como un Atractor Extranio No Cadtico (SNA)
[6], [7]. Hasta donde sabemos, no existe otro sistema en 6D que posea esta

propiedad dindmica.
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Fig. 3.16 Diagrama de Bifurcacién MCEL6D

para condicién inicial de (1,1,1,1,1,1).

3.3. Proyeccién en 5 dimensiones (MCEL5D)

Eliminando una de las variables complejas, es decir, haciendo x5 = 0,
yo = 0 0 zo = 0, es posible obtener las proyecciones del MCEL6D dentro de
un espacio de cinco dimensiones (MCEL5D). En esta seccién se describen los

tres casos de estudio.

3.3.1. MCEL5D cuando z, =0

Como se mencioné anteriormente, tomando a x5 = 0, ahora el MCEL5D

queda descrito por
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T, = ay — ax (3.23)
yi = ky—miz

z1 = —bz + 1y

yz = kys — 122

22 = —b22+$1y2

donde x1,y; y 21 son las variables reales y v, 2o son las variables imagi-
narias.
Equilibrio (z, =0)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio para el sistema (3.23). Estos

cinco equilibrios aparecen en la Tabla 3.

Tabla 3. Puntos Equilibrio MCEL5D x5 = 0

L1 Y1 21 Y2 %)
E, -6.59 -6.59 145 -1 -6.59
E, 659 6,59 145 -1 -6.59
Es 659 659 145 0 0
E, -6.59 -6.59 145 0 0
E; 0 0 0 0 0

Estabilidad (z, = 0)

Adecuando la matriz Jacobiana de (3.21) a la proyeccién de (3.23) aqui
desarrollada, sus respectivos eigenvalores aparecen en la Tabla 4. Estos estan

obtenidos cuando y = 1, porque 29 depende de 5 en los puntos de equilibrio
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Ey y E5. La estabilidad del sistema (3.23) se observa del conjunto de eigen-

valores, resultando que todos sus puntos de equilibrio son hiperbdlicos. Al

menos unos de sus eigenvalores es positivo, por lo que todos sus equilibrios

son foco-silla.

Tabla 4. Eigenvalores del MCELS5D x5 = 0

A2 Az M\ A5

At
E, 0.3+11.1i
Ey 0.3+19.31
Es  0.3+19.31
Ey 0.3+19.31
Es -3+

0.3-11.11 -36 11.5 -25.1
0.3-11.11 -36 11.5 -25.1
0.3-11.11 -36 11.5 -25.1
0.3-11.11 -36 11.5 -25.1

-3-1 -36 144 14.5

3.3.2. MCELS5D cuando y, =0

Ahora tomando a y, = 0 se obtiene la segunda proyeccién del MCELGD.

Esta proyeccion MCELSD estd descrita por el siguiente conjunto de ecua-

ciones diferenciales:

i’l -
yl =
2 =
:,%:2 -

Z9 =

ayy — ar

kﬁyl — L1221 + X222
—bz1 + 2191

ays — aTa

—bzy + X211

(3.24)

donde x1,y; y 21 son las variables reales y x5, 22 son las variables imagi-

narias.
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Equilibrio (y, =0)

Aplicando el mismo operador Jacobiano obtenemos los eigenvalores del
sistema (3.24), el cual resulto tener tres puntos de equilibrio el sistema. Estos

equilibrios se pueden observar en la Tabla 5.

Tabla 5. Puntos Equilibrio MCELSD y; = 0

1 Y1 2 T )
E, -6.59 -6.59 145 0 0
E, 659 6,59 145 0 0
E; 0 0 0 0 0

Estabilidad (y, = 0)

Mediante la evaluacién de los puntos de equilibrio en la matriz Jacobiana
(3.21) con los coeficientes relacionados al sistema (3.24), es posible observar
que todos los puntos de equilibrio son hiperbdlicos y por ello todo estos son

foco-silla. Estos resultados se exponen en la Tabla 6.

Tabla 6. Eigenvalores del MCELS5D y, = 0

At Az A3 Aq As

E, 0.3+11.11 0.3-11.11 -36 -3 -25.1
E, 0.3+11.11 0.3-11.11 -36 -3 -25.1
Es  -36-0.11 -36+0.1i -2.9-1 -2.94i 145

3.3.3. MCEL5D cuando 2z =0

Haciendo z; = 0 en el conjunto de ecuaciones (3.2), obtenemos una tercer

proyecciéon como resultado,
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T = ay, — a (3.25)
yi = ky—miz

21 = —bz 4wy — T2

532 = ayz — arz

Yo = kys+ 222
donde se siguen considerando a xq,y; y 21 como las variables reales y xs,
25 como las variables imaginarias.
Equilibrio (z, = 0)

Dando continuidad a nuestro procedimiento, se calculan los equilibrios
del sistema (3.25) el cual sélo tiene dos puntos de equilibrio, que se muestran

en la Tabla 7.

Tabla 7. Puntos Equilibrio MCEL5D zy = 0

T1,Y1 21 T2 Y2
Ey 1=y 145 -0.7 Qy% — 87 —0.7\/2y% — 87

Ey x =y 145 0.7\/2y? —87 0.7/2y? — 87

Estabilidad (z, = 0)

El equilibrio de F; y E5 son hiperbdlicos y foco-silla. Similar al caso
anal6go, si proponemos un valor de y; = 1 se calculan los eigenvalores del
sistema debido a la dependencia de z5 con respecto a y;. Esta misma condicion
se aplica a =5 ya que depende de y;. La Tabla 8 muestra los eigenvalores para

este sistema.
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Tabla 8. Eigenvalores del MCELS5D 2z = 0

A Ao A3 M X

E; 0.3+411.1i 0.3-11.11 -21.5 0 -25.1
Ey 03+411.11 0.3-11.11 -21.5 0O -25.1

3.3.4. Simulaciones Numéricas MCEL5D

La Figura 3.17 representa el espacio-fase del MCEL5D cuando z = 0

para una condicién inicial de (1, 1, 1, 0.5, 0.5)

Fig. 3.17 MCELS5D con la condicién inicial
de (1,1,1,0.5,0.5). a) Espacio fase, b) plano
XY, c¢) plano XZ y d) plano YZ.

Este atractor no sélo esta relacionado con el sistema (3.23), sino también
con los sistemas (3.24) y (3.25) para la misma condicién inicial. Uno puede
notar que las trayectorias de este atractor son muy similares a las érbitas

descritas en el atractor clasico de Lii.
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20F

Fig. 3.18 Exponentes Lyapunov MCEL5D

para una condicién inicial (1,1,1,0.5,0.5).
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Fig. 3.19 Exponentes Lyapunov MCEL5D

para una condicién inicial (1,1,1,0.5,0.5).

Los exponentes de Lyapunov para el MCEL5D cuando x5 = 0 son L =
11.49, Ly = 0.64, L3 = Ly = 0y Ly = —24.97, la evoluacién de sus cédlculos

las podemos ver en la figura 3.18.
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De manera similar, manteniendo la condicién inicial de (1, 1, 1, 0.5, 0.5)
las figuras 3.19 y 3.20 muestran la evolucién de los cédlculos de los exponentes
de Lyapunov para MCELS5D cuando y» = 0y 25 = 0, por lo que son L; =
0.63,Ly = 0,L3 = —3,Ly = —25.05,L5 = —35.68 para yo = 0y L; =
0.63,Ls =0,L3 =0,Ly = —21.37, L5y = —24.98 cuando 2, = 0.

-5
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Fig. 3.20 Exponentes Lyapunov MCEL5D

para una condicién inicial (1,1,1,0.5,0.5).

El mapa de Poincaré se calculé para el MCELS5D asi como sus diagramas
de bifurcacién. En la Figura 3.21 se muestra el mapa de Poincaré para el
sistema (3.23) cuando z3 = 0 bajo la condicién (1, 1, 1, 0.5, 0.5). Para
el sistema (3.24) y (3.25) el mapa de Poincaré muestra una forma de V
observada también previamente en el MCEL6D y en el modelo clasico de
Lii, bajo ciertas condiciones. Por otro lado, la figura 3.22 muestra el periodo
doble en el diagrama de bifurcacién para el sistema (3.23) cuando x5 = 0 con
una condicién inicial de (1, 1, 1, 0.5, 0.5). Como en el caso del MCELGD, el

parametro k es el que varfa.
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Fig. 3.21 Mapa Poincaré MCEL5D con una
condicién inicial de (1,1,1,0.5,0.5).

10 15 20 25 30 35

Fig. 3.22 Diagrama de Bifurcacién MCEL5D

para condicién inicial de (1,1,1,0.5,0.5).
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Para los sistemas (3.24) y (3.25) se exhiben diagramas de bifurcacién

identicos bajo las condiciones iniciales utilizadas en el MCELG6D. Este mismo

diagrama de bifurcacién se obtiene para el caso del modelo clésico de Lii en
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3D. Basados en los espacio-fase, sus exponentes de Lyapunov, los mapas
de Poincaré y los diagramas de bifurcacion, se confirma el comportamiento

cadtico en las proyeccciones del MCELSD.

3.4. Proyeccién en 4 dimensiones (MCEL4D)

Ahora eliminando dos de las variables complejas, es decir, haciendo x5 =
Yo = 0,29 = 29 = 0 0 Yy = 25 = 0, es posible obtener las proyecciones del
MCEL6D dentro de un espacio de cuatro dimensiones (MCEL4D). En esta

seccion se describen los tres casos de estudio.

3.4.1. MCEL4D cuando z3 =1y, =0

Cuando del MCEL6D tomamos a x5 = y, = 0 la proyeccién en cuatro

dimensiones es

T, = ay, — ax (3.26)
1)1 = kyi —xiz
21 = —bZl + T1Y1

Z9 = —bZQ
donde x1,¥y; y 21 son las variables reales y z5 es la variable imaginaria.

Equilibrio (z; =3, =0)

El MCEL4D del sistema (3.26) tiene tres puntos de equilibrio, los cuales

aparecen en la Tabla 9.
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Tabla 9. Puntos Equilibrio MCEL4D x5 = 35 = 0

T Y1 21 29
E, -6.59 -6.59 145 0
Ey, 659 6,59 14.5 0
Es 0 0 0 0

Estos equilibrios son hiperbdlicos y foco-silla en su estabilidad del sistema

como se determina a continuacion.

Estabilidad (z; =y, = 0)

La Tabla 10 contiene los eigenvalores del MCEL4D cuando x5 = yo = 0.

Tabla 10. Eigenvalores del MCELSD x5 = 35 = 0

A1 A2 A3 A4
Ey 0.3+11.1i 0.3-11.1i -3 -25.1
Ey 0.3+19.3i 0.3-11.1i -3 -25.1
Es -36 -3 -3 14.5

Como hemos mencionado antes, la naturaleza de la estabilidad de cada
punto de equilibrio estd directamente relacionado con el signo de cada parte

real de estos valores propios.

3.4.2. MCEL4D cuando z9 = 29 = 0

Una segunda versién del MCEL4D se consigue si x5 = 2z = 0, como lo

demuestra el siguiente sistema
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T, = ay — ax (3.27)
y1 = ky1 — oz
,;71 = —bzl -+ T1Y1

yz = kys

donde 1,1 y 21 son las variables reales y y, es la variable imaginaria.

Equilibrio (z; = 2, = 0)

La segunda versién del MCELA4D es el sistema (3.27), el cual también

contiene tres puntos de equilibrio cuyos valores aparecen en la Tabla 11.

Tabla 11. Puntos Equilibrio MCEL4D 25 = 2z, = 0

1 Y1 21 Y2
E, -6.59 -6.59 14.5 0
Ey 659 6,09 145 0
Es 0 0 0 0

Estabilidad (z, = 2, = 0)

La Tabla 12 contiene los eigenvalores para el sistema cuando zo = z5 = 0.

Tabla 12. Eigenvalores del MCELSD x5 = 25 =0

A A2 A3 A4
E; 0341111 0.3-11.11 -25.2 14.5
Ey 0.3419.31 0.3-11.11 -25.1 14.5

Es 14.5-1 14.5+i -3 -36
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Como puede observarse, todos estos tres equilibrios son foco-silla, debido
a los diferentes valores de los signos observados en los valores propios para

cada caso.

3.4.3. MCEL4D cuando y, = 20 =0

Una tercera version de MCEL4D cuando ys = 2, = 0 la describe el

siguiente sistema

T = ay, — ar (3.28)
y1 = ky1 — T2

7 = —bz +xy

1)2 = —ax2

donde x1,y; y 21 son las variables reales y x5 es la variable imaginaria.

Equilibrio (y, = 2, = 0)

La ttlima versiéon del MCEL4D tiene también tres puntos de equilibrios,

los cuales se incluyen en la Tabla 13.

Tabla 13. Puntos Equilibrio MCEL4D x5 = 20 = 0

T U1 21 X9
E; -6.59 -6.59 14.5 0
E, 6.59 6.59 145 0

Es 0 0 0 0
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Estabilidad (y; = 2, = 0)

Los eigenvalores del MCEL4D cuando i, = 25 = 0 estdn contenidos en la

Tabla 14.

Tabla 14. Eigenvalores del MCELSD y, = 29 = 0

A A2 A3 A4
E, 03+11.11 0.3-11.11 -36 -25.1
Ey, 0.3+19.31 0.3-11.11 -36 -25.1
Es -36 -3 -3 14.5

Como en las situaciones anteriores para esta proyeccién en cuatro dimen-

siones, todos los puntos de equilibrio son foco-silla en cada uno de ellos.

3.4.4. Simulaciones Numéricas MCEL4D

Los espacios-fase y los planos-fase a partir del MCEL4D son muy similares
a las trayectorias descritas en las proyecciones del MCELSD. La figura 3.23
representa el espacio-fase y los planos-fase del sistema (3.26) con la condicién
inicial de (1, 1, 1, 0.5). Bajo esta misma condicién inicial en los sistemas (3.27)
y (3.28) se obtienen comportamientos similares al descrito por el sistema

anterior.
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Fig. 3.23 MCELA4D con la condicién
inicial de (1,1,1,0.5). a) Espacio fase, b)
plano XY, ¢) plano XZ y d) plano YZ.
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Fig. 3.24 Exponentes Lyapunov
MCEL4D para una condicién inicial

(1,1,1,0.5).

Si la condicién inicial es (1, 1, 1, 0.5) y utilizamos el sistema (3.26) los

exponentes de Lyapunov son: L; = 0.65,Ls = 0,L3 = =3y Ly = —23.95,
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y la evolucién de sus exponentes en el tiempo se encuentran en la figura
3.24. De manera similar, para el sistema (3.27) sus respectivos exponentes de
Lyapunov son: Ly, = 14.5, Ly = 0.65, L3 = 0y Ly = —24.85, que se muestra
en la gréfica 3.25; y por ultimo para el sistema (3.28) sus exponentes de
Lyapunov son: I.; = 0.64, Ly = 0, L3 = —25.07 y Ly = —35.68 que aparecen
en la figura 3.26.

20

0 50 100 150 200

Fig. 3.25 Exponentes Lyapunov MCEL4D

para una condicién inicial (1,1,1,0.5).

Los mapas de Poincaré también se calcularon para el MCEL4D con una
condicién inicial de (1, 1, 1, 0.5). La figura 3.27 corresponde a tal mapa
cuando xs = yo = 0, es decir, el sistema (3.26). La forma de V es muy similar
para los sistemas (3.27) y (3.28) bajo las mismas condiciones iniciales, las
cuales son comparables con el comportamiento del MCELSD y con el modelo

clésico de Lii.
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50 100 150 200

Fig. 3.26 Exponentes Lyapunov MCEL4D

para una condicién inicial (1,1,1,0.5).
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Fig. 3.27 Mapa Poincaré MCEL4D con una

condicién inicial de (1,1,1,0.5).

99

Finalmente la figura 3.28 exhibe el diagrama de bifurcacién cuando z5 =

y2 = 0 bajo la misma condicién inicial de (1, 1, 1, 0.5), variando el pardmetro
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k como el fue el caso del MCEL6D y el MCEL5D. Para un conjunto de
diversas condiciones iniciales, este mismo diagrama de bifurcacién para el

MCELG6D y para las proyecciones del MCELS o el modelo clasico de Lii.

Fig. 3.28 Diagrama de Bifurcacién MCEL4D

para condicién inicial de (1,1,1,0.5).

Basado en el anilisis de los espacios-fase, los exponentes de Lyapunov, los
mapas de Poincaré y los diagramas de bifurcacion, el MCEL4D en cua-tro
dimensiones, es decir, en sus tres versiones posibles, muestran un compor-

tamiento cadtico.



Capitulo 4

Modelo de Trafico

En el presente capitulo se expondrd una aplicacién de los sistemas dindmi-
cos complejos al caso particular de un sistema de tréfico vehicular. Ya en el
primer capitulo se dio una introduccién sobre el modelo del Diagrama Fun-

damental.

4.1. Aproximacién Polinomial

El diagrama fundamental de densidad-flujo es el argumento mas conoci-
do en la comunidad de trédfico de vehiculos y es una de las caracteristicas
més analizadas de un sistema de trafico. En relacién directa con el modelo
hidrodindmico de LWR [34], [35] y confirmado por miles de mediciones de
carretera en todo el mundo [24], [25], [26], que es el punto de partida para el
establecimiento de modelos de tréfico [27].

Varios autores han propuesto expresiones matemaéticas para lograr una
aproximacién bastante exacta para modelar los fenémenos reales y para rea-
lizar andlisis tedrico. Algunos de ellos estdn hechos de funciones continuas

[29], [36] y otros estdn construidos de manera a trozos [26]. Todos ellos tratan

61
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de incluir las variables y pardametros que intervienen en los fenémenos de tra-
fico con el fin de lograr una mejor aproximacién de los datos correspondientes
que validan los modelos. Se presenta una aproximacién polinémica en este
capitulo, con algunas ventajas notables que serdan introducidas a través de su
descripcién y analisis en esta investigacion.

Con el fin de obtener una aproximacioén precisa del diagrama fundamental,
hemos tenido en cuenta sus puntos principales y especificaciones también

(Fig. 2.1). Proponemos un polinomio de grado tres,

q(k) = ag + ark + ask? + ask® (4.1)

Esta funcién se elige a causa de la forma no simétrica observada en el
diagrama de densidad-flujo real, en lugar de una forma cuadritica que nece-
sariamente supone una parabola simétrica [29)].

El coeficiente a¢ se puede obtener haciendo k& = ky,

q(ko) = ao(ko — k1) (ko — k2)(ko — k3)

Q(ko)
(ko — k1) (ko — ka) (ko — k3)

Los coeficientes ap, as,as se obtienen de una manera similar, haciendo

= Qo = (42)

k = ki,k = ko, k = k3 respectivamente y la sustitucién en la ecuacién (4.2)

se pueden escribir en la forma compacta y general de,
q(k) = Li(k)q(ks)
i=0

- 4.
h=0 kz . kh ( 3)
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coni=0,1,...,n,h=0,1,...ny i # h. Las expresiones (4.3) se conocen
como Polinomio de Lagrange (28] y para nuestro caso en particular n =
3. Para llevar a cabo un andlisis normalizado, sean ko = ik 7,0 = 4wy
k; = 1. Estos valores y proporciones estan acuerdo con los datos observados
experimentalmente [26], es decir, con una variacién minima se ha observado
que la velocidad de la onda hacia atrds w es de aproximadamente un cuarto
de su valor absoluto con respecto a la magnitud de la velocidad de libre flujo
v.

Tomando en cuenta estos hechos, es posible proponer valores para calcular

los coeficientes de las ecuaciones (4.3), dados en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1 Polinomio Lagrange

» . Q

1 ko=0 0 =0

2 k=3%ke=2 ¢ = q(k1) = kv
3 ke=kc+4(kec — k1) @ =q(k1) = q(ks)
4 ks =ky=1 g3 =10

El polinomio que toca los puntos (0,0), (k1,q(k2)), (ka, q(k2)) v (ks,0)
dado por la Tabla 4.1 es,

kP — (kj+ ko)k? + kok sk
13— (kg + ko)k2 + kokskr |
k3 — (kj+ k1)k? + ki k sk
K= (hy + )R & ks 162

q(k) =

(k1) + (4.4)

Algunas de las ventajas identificadas en este enfoque son: los puntos mi-
nimos y maximos de densidad y flujo son tomados en cuenta en el diseno de
la funcién que representa el diagrama fundamental, correspondientes a los

conceptos tedricos y experimentales.
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Por otra parte, es evidente que las siguientes relaciones se mantienen,

3 3
q(k1,v) = kv = chv = 1—6ka (4.5)

Fig. 4.1 Forma polinomial ante

variaciones de .

Del caso especifico de la ecuacién (4.5) es posible tener en cuenta que
dadas dos de las variables la tercera puede ser calculada pero dependiendo de
estos valores de la altura, anchura, y las proporciones generales del cambio
de la curva, se espera que el comportamiento del trafico representado por
ella también cambie. De esta manera, tomando los valores en la Tabla 1 y
las expresadas por la ecuacién (4.5), la ecuacion (4.4) puede escribirse como,

20 159 79

q(k,v) = (1—3k3 - 5—2k2 + 5—2k> v = P(k,v) (4.6)

La ecuacién (4.6) es una curva céncava, tal como se esperaba (Fig. 4.1),

cuyo dominio debe limitarse a 0 < k£ < 1 para los fines de normalizaciéon de
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nuestro modelo. Los puntos donde £ = 0 y k£ = 1 son los dos puntos donde
la densidad es la méds baja y la més alta, tal como se define. Este polinomio

tiene un maximo en

ke =2 0,331 (4.7)

Por otra parte, la escala vertical relacionada con el flujo ¢ no es fija en la
misma manera que la escala para la densidad de k, ya que se ve afectada por la
velocidad v. Esta variable estd limitada por restricciones fisicas relacionadas
con la corriente de los vehiculos a diferencia de densidad relacionada con la
carretera y su geometria.

La velocidad v se considera constante para un proceso en particular, lo
que significa que una cantidad tal modifica los valores de los coeficientes en
(4.6) y por lo tanto es posible trabajar con un polinomio Q(k) = P(k,v) de
la variable de densidad con la preservacién de unidades apropiadas en los

respectivos coeficientes.

Q(k) = (i—gk?’ - 15%%2 + £k> v (4.8)

En la ecuacién (4.8) se conserva la forma del diagrama fundamental como
se representa en la Fig. 4.1, pero sélo depende de una sola variable. Por la
normalizacién hecha a esta variable, donde k € [0, 1], es posible ver tam-
bién que Q(k) € [1,0]. Entonces también es posible llevar a cabo un proceso
iterativo de la forma k;;; = Q(k;), donde el indice ¢ ahora se utiliza para
indicar este proceso iterativo, conservando todas las propiedades del poli-

nomio obtenido, pero tratdndolo como un sistema dindmico discreto de lo

que resulta la siguiente expresion,

20 159 79
kg = 283 - 222824 2k ) = O(k: 4.



CAPITULO 4. MODELO DE TRAFICO 66

Los valores reales de k; sobre el ecuacién (4.9) condicionan el siguiente
estado k;. 1, es decir, partiendo de una condicién inicial ky, la ecuacién
(4.9) generard una nuevo valor kj, continuando en una secuencia {k,} =
{koki...ki11} como otros trabajos que se han hecho con funciones de tipo
logistico [30], [32] y [36].

Como se mencioné anteriormenete, uno de los objetivos es ajustar la
forma de la curva utilizada para realizar los mismos procesos iterativos que
aparecen en este tipo de publicaciones, donde las iteraciones se realizan sobre
las funciones de una sola dimensién con expresiones tales como X; 1 = F(X;).
A pesar de que la ecuacién (4.9) viene evidentemente de una funcién de
dos dimensiones, debido a la normalizacién que conserva las propiedades
del diagrama fundamental restringido a un cuadrado unitario [30], [35], los

procesos son validos.

4.2. Analisis de Estabilidad

De la ecuacién (4.9) es posible calcular algunas propiedades interesantes
de este modelo discreto. Para hacerlo utilizamos las definiciones del Capitulo
2, para obtener un punto fijo del sistema. El sistema (4.9) tiene un punto fijo
k* = k; si existe el punto (k;, k;) en la gréfica del conjunto generado iterado,
es decir, el punto fijo también existe en una linea de 45° con respecto a la
misma curva del sistema discreto. Teniendo en cuenta la Definicién 2.7, a
partir de la ecuacién (4.9) es posible obtener los tres posibles puntos fijos
k* para la densidad de k, siendo k* = 0 uno de ellos, trivialmente obtenido,
mientras que los otros dos puntos fijos pueden ser resultado de la ecuacién

(4.10), lo que resulta en funcién en términos de la velocidad v solamente.
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159 1 1
=+ /=
160 160V v

*

v + 16640) (4.10)

Dado que el polinomio propuesto es de tercer grado, s6lo esperamos tres
puntos fijos cada vez que se calcula un nuevo proceso iterativo, al cambiar
la velocidad v en cada uno de tales procesos. La figura 4.2 representa el
comportamiento de dichos puntos fijos. Sin embargo, debido a que el conjunto
de los valores de densidad es 0 < k < 1, uno de los puntos fijos (k* en la Fig.

4.2) no es 1til para nuestro andlisis porque k; > 1.

Fixed pairts for density k

[=]
1

I

|
|
]
1
|
1

1] 0s i 15 2 25 3 35 4 45
Weloeiy v

Fig. 4.2 Puntos fijos ante variaciones de

velocidad v.

Por otro lado, hay dos puntos fijos para los cuales estos valores estan inclu-
idos en ese intervalo, k5 (como se indica en la Fig. 4.2), donde vi;—¢ = 0.658
y k3 (como se muestra en la figura 4.2), que es siempre 0. Estos puntos fijos
senalan aquellos valores donde la densidad k se ve afectada por la velocidad

v, producen diferentes comportamientos en la evolucién de esta variable.
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4.3. Comportamiento Dindmico

De los Teoremas 2.10 y 2.13 es posible conocer la forma en que la conver-
gencia a un punto fijo se lleva a cabo alrededor del valor méximo de densidad.
De hecho, si el punto fijo estd antes que el médximo de densidad, entonces la
derivada de () es positiva, 0 < M < 1 y las iteraciones se comportan de una
manera monétona. Si el punto fijo se encuentra después del valor méximo
de densidad, entonces la derivada de @) es negativa, —1 < M < 0 y las it-
eraciones se comportan de una manera ciclica. Este comportamiento no es
independiente del valor de la velocidad v. De hecho, de los célculos represen-
tados en la figura 4.2 es posible ver que para v — 0, el punto fijo k* = 0 (k]
en la Fig. 4.2) es un punto periédico atractor en un comportamiento asin-
totico hacia delante como se indica por Definicién 2.8 y 2.9, ya que no hay

otro punto fijo en el intervalo &k € [0, 1].

012

o1

ooe

006

2k

0n4r

002 H

D02

L I L . L . L . L
1] 01 02 03 04 05 06 07 08B 09 1
k

Fig. 4.3 Trayectoria para v = 0.5 (densidad
inicial £ = 0.2, valor final £ = 0).
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Fig. 4.4 Trayectoria para v =0.75 (densidad
inicial £ = 0.2, valor final & = 0.628).

Al comenzar con una densidad inicial de £ = 0.2 y una velocidad v = 0.50,
el comportamiento de la trayectoria iterada tiende hacia cero monoténica-
mente (Fig. 4.3), como se ha mencionado. Esta situacién estd estrechamente
relacionada con el tréfico de una carretera observada con los valores iniciales
de baja densidad de vehiculos en evolucién hacia una condicién vacia, una
situacién observada sobre todo durante esas horas entre la noche y la manana

siguiente.
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Fig. 4.5 Trajectoria para v = 2.40 (densidad
inicial £ = 0.3, valor final k = 0.473).

El aumento de la velocidad v, alcanzando vy;—o = 0.658, un segundo pun-
to fijo (k3 en la figura 4.2) aparece y el teorema 2.13 puede ser validado por
0 < k5 < 0.5 y para todo k3. En este caso k3 es un punto periédico repulsor
y k3 es una atractor (Definicién 2.8), de manera asintética hacia adelante
también (Definicién 2.9). Cuando se inicia de nuevo con una densidad ini-
cial de £ = 0.2, pero con una velocidad v = 0.75, el comportamiento de la
trayectoria iterada se aleja del origen y ahora se acerca hacia el punto fijo
k = 0.063 aproximadamente (Fig. 4.4), también de manera monoténica, de
acuerdo con las definiciones y los andlisis sefialados en la tltima seccién. Esta
es una situacién que se refiere a estas circunstancias reales donde la evolucién
del trafico va a los valores estables de baja densidad.

Los casos representados en las figuras. 4.3 y 4.4 tienen en comin una
velocidad v que afecta a la forma del polinomio, de tal manera que la linea
de 45° no sobrepase el valor maximo de esta funcién £ = 0.331 cuando lo

atraviesan. Con este valor de k y de la ecuacién (4.10), es posible obtener
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v = 1.481 como el valor limite donde el comportamiento de las trayectorias
cambia en oscilaciones, pero aun asi se comporta como exponencialmente

estable de acuerdo con el Teorema 2.13.
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Fig. 4.6 Trayectoria para v = 2.90 (densidad
inicial £ = 0.3, valor final £k = 0.346 y k =
0.648).

Esto se puede ver en la Fig. 4.5 para una velocidad de v = 2.40, con una
densidad inicial £ = 0.3. En este caso, el punto fijo es atractor de aproximada-
mente k = 0.473. Como en los dos casos, el trifico evoluciona a una condicién
estable, pero en esta situacion especifica estd congestionado, porque los val-
ores de densidad son altos en comparacion, y el flujo comienza a tender hacia
valores bajos. Por otro lado, en los tres casos descritos hasta aqui, la estabili-
dad en el trafico se muestra como un conjunto de puntos que convergen hacia
un unico punto final. A pesar de que se puede iniciar a partir de diferentes
condiciones iniciales, se puede verificar que la forma de las trayectorias serd

practicamente la misma después de que los transitorios se desvanecen.
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Es 1til trazar otra figura en la que los valores finales se dibujan contra
el valor de la velocidad v de la que se generaron. La figura 4.6 muestra las
posiciones de aquellos valores finales. De esta manera, es posible ver que a
partir de v = 0 a v = 0.648 todas las trayectorias tienden a cero, como ya se
ha mencionado para este intervalo. Después de este valor de v, las trayecto-
rias posibles también convergen hacia un valor fijo atractor, que aumenta a

medida velocidad v también aumenta.
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Fig. 4.7 Trajectoria para v = 3.33 (densidad
inicial £ = 0.3, valor final £ = 0.239, & = 0.697,
k=0314y k =0.743).

Cuando la velocidad v se incrementa hasta v = % =~ 2.667, el punto fijo
correspondiente es kj = % y ya no es posible verificar el resultado del Teorema
2.12. A pesar de que es posible observar un comportamiento estable, éste es
de naturaleza distinta, haciendo un diferente tipo de proceso iterativo. En
la figura 3.6 se muestra una trayectoria que no converge a un solo punto,
sino a un ciclo limite. Aqui v = 2.90 y es posible ver en la figura 4.6 que

este valor corresponde a una regiéon donde dos valores finales del polinomio
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(4.10) se pueden obtener, que estd en correspondencia con la trayectoria
periédica encontrada. En otras palabras, esta trayectoria u érbita exhibirdn
k = 0.346 y £ = 0.648 para cualquier par de futuras iteraciones después
de la estabilizacién. Entonces, segin lo declarado por la Definicién 2.13, se
tiene un primer periodo my = 2. Observe que el valor fijo corresponde con
los cédlculos que se representan en la figura 4.2 de la ecuacién (3.10). Es
importante senialar que tal comportamiento se observa también en el trafico
real [26].

Este fenémeno ciclico aumenta su complejidad cuando v varfa como se
muestra en la Fig. 4.7. A partir de este mapeo, si la velocidad se incrementa
aproximadamente a v = 3.3 la periodicidad cambia. En la figura 4.7 repre-
senta un ciclo limite con mg = 4 y valores: k = 0.239,k = 0.697, k = 0.314
y k = 0.743. Como se ve en la figura 4.8 este valor de v corresponde a una
regién en la que hay cuatro ramas que se separaron de la anterior regién de

dos ramas.
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Fig. 4.8 Trayectoria para v = 3.45 (densidad
inicial £ = 0.3, valor final £k = 0.343, k =
0.771, k = 0.203).

Si este proceso se repite, ahora para v = 3.45 (Fig. 4.8), mg = 8, el mapa
de bifurcacién estd en una regién de ocho ramas (Fig. 4.11), con 6rbitas
ciclicos con valores de k = ¢ = 0.343, £k = ¢ = 0.771, k = 0.203, k =
0.674, k = 0.366, k£ = 0.766, k = 0.212 y k = 0.687 aproximadamente. En
situaciones reales, estos tres ultimos casos corresponderian a situaciones que
cambian de valores casi 6ptimos a valores del flujo de congestién grave en
forma oscilante como se seniala en los escenarios reales [26].

Como ya es conocido para esquemas iterativos similares [29], [30], [36],
este comportamiento ciclico duplica su periodo de una manera descrita por la
el mapeo en la Fig. 4.11. La velocidad v es un pardmetro que provoca este tipo
de comportamiento. Es posible encontrar més de estas regiones que duplican
la periodicidad de los pardmetros a medida que aumenta la velocidad.

Sin embargo, como puede verse en la misma figura 4.11, el tamano de los

intervalos disminuyen progresivamente y luego una n-periodicidad se fusiona-
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rd con facilidad con el siguiente periodo 2n y rapidamente con la siguiente
regién de duplicacién de periodo. Este comportamiento es técnicamente de-
terminista pero practicamente impredecible y se dice que un sistema cadtico

se ha encontrado.
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Fig. 4.9 Trayectoria para v = 3.90 (densidad
inicial £ = 0.7, valor final £ = 0.408).

Para v = 3.9 el sistema estd en una regién cadtica, con periodicidad no
determinado, lo que significa que a pesar de que este sistema es determinista,
ya que sigue un modelo matemaético bien definido, las desviaciones en las
trayectorias que comienzan muy cerca se magnificardn a medida que pasan
iteraciones. Por ejemplo, en la Fig. 4.11 se muestra el polinomio con v = 3.9,
a partir de k = 0.7 y después de un nimero de iteraciones de 120 el valor final
alcanzado es k = 0.408. Para una ligera desviacién en la condicién inicial, es
decir, k = 0,701 (Fig. 4.9), dejando todos los demas valores iguales, el valor
final obtenido es k = 0.777.

Esta cantidad sera diferente si se realiza un nimero diferente de itera-

ciones, sin periodicidad identificada. Esto sucede dentro de los limites que
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tienen los mismos sistemas, es decir, ninguna de las trayectorias tenderd a
infinito. A diferencia de las otras situaciones mostradas, donde no se espera
una desviacién en los valores finales de ligeras diferencias en las condiciones
iniciales, dos sistemas cadticos se caracterizan por el crecimiento de las dife-
rencias en sus valores finales a medida que pasan las iteraciones. Las trayecto-
rias se comportan de manera diferente si se hace una comparacién detallada

de ambas figuras.
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Fig. 4.10 Trayectoria para v = 3.90 (densidad
inicial £ = 0.701, valor final k£ = 0.777).

En la figura 4.11 se muestra sus propias caracteristicas, aproximadamente
entre los valores v = 3.9 y v = 4.1 parece que la periodicidad se recupera
para algunos valores periddicos, pero de repente la aperiodicidad aparece de
nuevo después de algunas regiones cortas de bifurcaciones que no estdn bien
definidas.

Como se ha demostrado, todos estos comportamientos tienden a depender
de la variacién de la velocidad v. Cada vez que este pardmetro se incremen-

ta, la forma del polinomio (4.9) cambia. Esta condicién tiene un limite y es
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posible calcular el valor més alto para la velocidad como v = 4.47, alcanza-
do cuando Q(k;) = 1 es el méximo del diagrama fundamental normalizado

cuando la densidad es & = 0.331.
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Fig. 4.11 Mapeo Densidad-Flujo cuando velocidad v cambia.



Capitulo 5

Conclusiones

Por tltimo, en este capitulo se exponen las conclusiones del sistema com-
plejo asi como las del sistema de tréfico.

Para el sistema complejo una extensién en seis dimensiones del modelo
clasico de Lii se expone en el presente documento. Tal extension se ha con-
seguido mediante la sustitucién en las tres variables del modelo por variables
complejas.

El MCELG6D es invariante y por medio de una transformacién de coorde-
nadas resulta ser simétrica respecto a los eje z; y 22. Un esquema del hamil-
toniano generalizado ha sido asociado al sistema para analizar la dindmica
desde un punto de vista energético. También se muestra que el sistema es
disipativo para un rango de k < a + b y es holomorfo.

Para este modelo se presenta también una proyeccién en cinco dimen-
siones haciendo una de sus variables complejas cero. Esto resulta en tres
posibles versiones de la proyeccién del MCEL5D.

Bajo la misma idea de reducir el nimero de variables, se obtienen también
las proyecciones del sistema en cuatro dimensiones, pero ahora haciendo dos
de sus variables complejas cero. Al igual que en 5D, éstos nos lleva a obtener

tres versiones posibles en 4D.

78
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Con base en los espacios-fase, los exponentes de Lyapunov y los mapas de
Poincaré de todos aquellos subsistemas que se presentan en esta investigacion
en 5D y en 4D son caéticos. El modelo clasico de Lii basa su principal anélisis
sobre dichas medidas, y por ello se considera como un atractor caotico.

Sin embargo, mediante la realizacion del andlisis sobre el modelo en seis
dimensiones, o en cinco dimensiones y cuatro dimensiones, se concluye que
todos los puntos de equilibrio son localmente inestables y focos-silla en la
mayoria de los casos.

Las simulaciones numéricas muestran que el modelo propuesto en seis di-
mensiones tiene un comportamiento hipercaético y cuasi-periédico. Debido
a este hecho de poseer ambas dindmicas, este sistema parace tener las carac-
terfsticas de ser un atractor extrano no cadtico en ciertas regiones.

Por otro lado, las proyecciones en cinco y en cuatro dimensiones presen-
tan un comportamiento caético, pero no describen éstas un comportamiento
cuasi-perédico. Todo este conjunto de andlisis y simulaciones han estableci-
do la dindmica de este sistema propuesto con los valores especificos en sus
pardmetros. Con el fin de mostrar otro conjunto de comportamientos, el ob-
jetivo de la investigacion futura serd en la variacién de los pardmetros a fin
de obtener los mapas respectivos de Lyapunov.

Para el caso del sistema de tréfico se presenta una aproximacién polinémi-
ca de tercer grado para obtener un modelo del diagrama fundamental, cuya
precisién depende de los puntos importantes de este tipo de representacién
del comportamiento del tréfico.

Se demostré que para algunos conjuntos de valores de la velocidad v, el
comportamiento es estable con los estados que se acercan a un tnico valor
extremo, o a uno con valores periddicos. La periodicidad puede ser sélo de

2 si el pardmetro de velocidad v se encuentra en cierto intervalo o de 4 si
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este pardmetro se incrementa. Se puede encontrar que esta periodicidad se
duplica a 8, 16 o més para valores més altos de v. La periodicidad se vuelve
tan alta que es imposible de predecir un valor final para dos conjuntos de
iteraciones realizadas con pequenas diferencias en sus condiciones iniciales,
por lo que sus trayectorias divergen . Se dice que este modelo se ha convertido
en un modelo de trafico caético.

Esta transicién difusa entre las bifurcaciones, que corresponden a la con-
vergencia oscilatoria como se ha visto, es una caracteristica diferente con
respecto al uso del polinomio de segundo grado que es la ecuacién logisti-
ca usada en [32], por ejemplo. El enfoque sugerido del polinomio tiene la
ventaja de mostrar los fenémenos oscilatorios convergentes, que se espera
en situaciones reales, ademds de los descritos por el polinomio como se ha
mencionado.

Se tiene la ventaja adicional que estd estrechamente relacionado con el
diagramas fundamental bien conocido en los campo de tréfico, ya que su
diseno se basa en los puntos nodales, relacionados con algunos conceptos
importantes en la teorfa de trafico. Estos puntos y la aproximacién dada por
el polinomio de Lagrange de un mayor grado evita una simetria poco realista
y se acercan a un diagrama fundamental més familiar.

Existen otras funciones que se aproximan a los datos que representan
el diagrama fundamental propuestos por otros investigadores (Greenshields,
Greenberg, Underwood, etcétera). La caracteristica comuin de todos ellos
es que toman puntos nodales como base para disenar y proponer este tipo
de modelos, de una manera similar que nuestro polinomio construido. No
es extrano entonces que todas las definiciones, los andlisis y las simulaciones
realizadas aqui se puedan hacer en los otros modelos. Esto es parte de nuestro

trabajo futuro en el que nos centraremos.
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