PROCESO®E TRANSPORTEVECTORIALESEN LA TERMODINAMICA
IRREVERSIBLERELATIVISTA


efrain.juarez
Texto escrito a máquina

efrain.juarez
Texto escrito a máquina
PROCESOS DE TRANSPORTE VECTORIALES EN LA TERMODINÁMICA IRREVERSIBLE RELATIVISTA

efrain.juarez
Texto escrito a máquina


UNIVERSIDAD IBEROAMERICANA

Estudios con Reconocimiento de Validez Oficial por Decreto Presidencial
del 3 de abril de 1981

LA VERDAD
NOS HARA LIBRES

UNIVERSIDAD
IBEROAMERICANA

CIUDAD DE MEXICO ®

“PROCESOS DE TRANSPORTE VECTORIALES EN LA
TERMODINAMICA IRREVERSIBLE RELATIVISTA”

TESIS

Que para obtener el grado de

DOCTORA EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA

Presenta

DOMINIQUE ANNE CELINE BRUN BATTISTINI
Director: Dr. Alfredo Sandoval Villalbazo

Lectores: Dra. Ana Laura Garcia Perciante
Dra. Alma Rosa Méndez Rodriguez

México, D. F. 2014



INDICE

Capfitulo I.

5oL oo L0 (olos ) o FOu RO P TP 2
Capitulo II.
Descripcion fenomenoldgica de la termodindmica irreversible..........coooooiiiiiniiinieicn e 5
Capitulo III.
Formalismo de 1a te0ria CINETICA.......ccuveriieeieie et e s e e e s e e seneens 14
A. Formalismo de la teoria cinética clasica (no relativista)........cccccceroeeriinieiienccn e 14
B. Formalismo de la teoria cinética relativista..........cooceeeeiriieiseeccinien e e 18
C. Laecuacion constitutiva para el flujo de calor.......ccccvvivivicn i e e 22
D. Laaproximacion BGK........ccuuiiiiriiiin it s e s ns s e et st s e sn s 24
E. Método del andlisis de fluctUacCiones........ccuvrreiiiirrn et e 24
Capitulo IV.
Causalidad y Dispersion Rayleigh-BrilloUin..........cccioiiiiie i e 26
A. Ecuaciones de transporte para fluctuaciones en el régimen de Euler..........cccccccennnnee. 27
B. Elespectro de Rayleigh-Brillouin.......c.ccoooeioiiiininiinine e e e 33
Capitulo V.
Ley de Tolman para sistemas fuera de equilibrio.......c.cccuiivniveiriinin i e 42
Capitulo VI.
Produccién de entropia: Calculo fundamentado en la teoria cinética relativista.........cccceeeereee 49
A. Calculo de la produccidn de entropia seglin el enfoque fenomenolégico, caso no
1T E N 170 T - DTSSR PAT P PRP 49
B. Calculo de la produccidn de entropia en el caso no relativista, segin el enfoque de la
[U=T0) o - Wor 03 <] n Cor- U OO PO U URPUPTPPRPN 51
C. Célculo de la produccion de entropia en presencia de fuerzas externas en relatividad
especial, seglin el enfoque de 1a teorfa CIN@tiCa.......ccevveiceirin i e 54
Capitulo VIL.
Consideraciones fiNales.........ooiiiiiir ittt e e r e e sre e e e e e 62
Apéndices.
A. Lista de términos MAS USAAOS ...c.ueivi e iierie ettt s re s e e e s s e r s 67
B. Kernel coliSional..........cuiuiiiiiiie ettt e et e e e 68
C. Conceptos basicos de analisis tensorial..........ccccovrrrir e e 69
D. Lafuncion de distribucion de Jiittner y la de Maxwell-Boltzmann..........c.cco oo vvrevcecenne. 71
E. Derivadas parciales de las funciones de Maxwell-Boltzmann y de Jiittner.................... 71
F. Las ecuaciones de Euler relativistas......c.cccvviiierir s e e e 72
G. Analogia con el caso electromagnétiCo........ccvurevereriinrr ettt et 73



H. Demostracion de V2R = 0...coveeeveeeeeceereiiessseseesessssessessasssessssssesssss s sssssssesesssnssesssssnsssssne 74

[.  Calculo de la relacidn de dispersion correspondiente al espectro de Rayleigh-Brillouin

en presencia de la ecuacion constitutiva modificada para el flujo de calor.................. 75

J.  Gravedad liNealizada.........cccceeieieiieiiiie et e e e 77

K. Resolucion de laintegral (142) ..o eoerir et sttt e sre e e e en e 80

L. Acerca de la parabolicidad de la ecuacidn de calor........ccccccoveevviiiinineinccen e, 81

M. Ecuacién de Boltzmann en relatividad general.........co.cuecoiirie i 82
REFEIEIICIAS ... vttt ettt et s et e e b e bbbt b bbb s s 83



Director: Dr. Alfredo Sandoval Villalbazo

Lectores titulares:
Dra. Ana Laura Garcia Perciante
Dra. Alma Rosa Méndez Rodriguez

Lectores suplentes:
Dr. Guillermo Chac6n Acosta
Dr. Victor Pérez Abreu



I. INTRODUCCION

Un fluido se define como un medio material continuo perfectamente deformable; también
como aquel cuerpo fisico que no pone resistencia a los esfuerzos cortantes, identificados como
la componente de fuerza tangente a una superficie. Un fluido puede presentarse como gas,
liquido o plasma. Existen diferentes maneras de clasificarlo: segiin el nimero de componentes,
las dimensiones, la presencia o ausencia de viscosidades, la velocidad de sus moléculas, la
compresibilidad, entre otros criterios. Si se desea incluir en esta clasificacion la velocidad de
las moléculas que conforman el fluido, se deberé clasificar a los fluidos en relativistas y no
relativistas, siendo los primeros, aquellos cuyas particulas se mueven a velocidades cercanas
a la de la luz. El parametro relativista z = lff—cf, con kp la constante de Boltzmann, T la
temperatura, m la masa de la particula y ¢ la rapidez de la luz, permite reconocer un fluido
relativista de uno que no lo es; si es igual o mayor a 1 se habla de régimen relativista y para
valores de z > 1, de ultrarelativista. Los fluidos relativistas se caracterizan por sus altas
temperaturas, por ejemplo, en el caso de un gas de electrones, se tendran temperaturas de
alrededor de 107 K (Kelvin). En relatividad, existen dos enfoques, el de la relatividad especial
y el de la general. En esta tesis se estudiara el caso de fluidos relativistas monocomponentes
o simples (una sola especie quimica), despreciando las viscosidades y bajo la optica de la
relatividad especial. No se tomarédn en cuenta efectos cuanticos: se habla entonces de un
fluido no degenerado. Ademas, se estudiara el caso de fluidos diluidos, que son aquellos en
los cuales las colisiones se limitan a pares de particulas ya que la probabilidad de una colision
entre tres particulas o més es muy baja. Una manera comin de describir cuan diluido es
un fluido se sustenta en el parametro de Knudsen, que se define como ¢ = %, donde A\ es el
camino libre medio de las moléculas del fluido y L es la longitud caracteristica del recipiente
que lo contiene. Cuando € < 1, se habla de un fluido en régimen colisional o hidrodinamico
[1, 2|. Si las particulas han colisionado binariamente algunas veces, esto es, entre 5 y 10
veces, a partir de un estado inicial, el sistema se encuentra en este régimen.

Los primeros trabajos que tuvieron que ver con la hidrodinamica relativista se remontan a
los de Eckart [3] en 1940 y a la secciéon de fluidos relativistas incluida en el texto de mecénica
de fluidos de Landau-Lifshitz [4]. Se han encontrado serias dificultades asociadas al uso de la

ecuacion constitutiva para el flujo de calor de Eckart [5], en particular en cuanto a que genera

soluciones que crecen exponencialmente y que no son causales. En el 2009 fue propuesto un



formalismo alternativo [6]. La contribucion de este estudio es la utilizacion del mismo en
el analisis de la causalidad, del flujo de calor y de la produccién de entropia en fluidos
simples relativistas inmersos en campos externos. La importancia de este anélisis consiste
en poner en evidencia la ventaja de usar un formalismo a primer orden en los gradientes que
es deducido desde primeros principios y que, hasta donde se ha estudiado, no presenta los
inconvenientes del formalismo de Eckart.

El interés por la teoria de transporte relativista se ha incrementado debido a la deteccion
de plasmas de altas temperaturas generados en dispositivos como el Relativistic Heavy lon
Collider (RHIC). En este contexto se han realizado experimentos que involucran colisiones
entre iones pesados y se han generado plasmas electron-positron. En estos escenarios, un
fluido en el régimen de Euler (aquel en el que se desprecian viscosidades y fuerzas externas)
resulta ser una buena aproximaciéon para eventos que involucran colisiones entre iones de
oro [7]; ademas, se han desarrollado generalizaciones que toman en cuenta datos experimen-
tales recientes [8]. Por otro lado, sigue siendo de sumo interés la aplicacion que tiene la

hidrodinamica relativista en el campo de la astrofisica y en particular en la cosmologia [9].

Los capitulos en los que se divide el presente trabajo son los siguientes:

IT) Descripcion fenomenologica de la Termodinamica Irreversible, donde se describen sus
fundamentos en el régimen lineal.

IIT) Formalismo de la teoria cinética, que abarca las ecuaciones basicas tanto del régimen
clasico como del relativista, mismas que se utilizaran a lo largo de esta tesis.

IV) Dispersion de Rayleigh-Brillouin y causalidad, que aborda el tema, a nivel de fluc-
tuaciones, del principio de antecedencia. Se demuestra que éste no se viola en el régimen de
Euler y, al utilizar la ecuacion constitutiva modificada para el flujo de calor, tampoco en el
de Navier-Stokes. El estudio realizado a nivel Euler se encuentra en la referencia [10] y el
que aborda la causalidad en el régimen de Navier-Stokes en la referencia [11].

V) Ley de Tolman para sistemas fuera de equilibrio, donde se muestra una deduccion de
la ley de Tolman relativista fuera del equilibrio, regresando a la tradicional ley de Tolman
deducida en 1930, en el limite clasico, para sistemas en equilibrio. Este analisis fue publicado
en la referencia [12].

VI) Produccion de entropia; calculo fundamentado en la teoria cinética relativista, que

presenta el célculo de la produccién de entropia (calor no compensado de Clausius) en



presencia de un campo gravitacional linealizado, siguiendo argumentos de teoria cinética y
expresandola en funcién de los gradientes de la temperatura, de la densidad de particulas y
del potencial gravitacional. La produccion de entropia en presencia de un campo gravitacio-
nal linealizado fue publicado en la referencia [13] y en presencia de un campo electrostético
en la referencia [14].

VII) Consideraciones finales, donde se retoman los resultados presentados, se analizan a la
luz de la aportacion de la teoria cinética y se establecen las lineas de futuras investigaciones.

Apéndices, que incluyen célculos detallados de interés; excepto el apéndice A que es una
lista de los simbolos més usados.

Referencias bibliogréaficas y hemerograficas.



II. DESCRIPCION FENOMENOLOGICA DE LA TERMODINAMICA IRRE-
VERSIBLE

Un sistema termodinédmico se define como una porciéon delimitada del universo, sus limi-
tes pueden ser fisicos o imaginarios; si existe transferencia de materia a través de los limites
de confinamiento y el resto del universo, se dice que el sistema es abierto; de lo contrario, ce-
rrado. Un sistema se dice en equilibrio termodindmico cuando las variables termodinamicas
macroscopicas con las cuales se caracteriza el mismo, no varian en el tiempo. La termodina-
mica irreversible, también llamada termodindmica fuera del equilibrio estudia los sistemas
macroscopicos sujetos a procesos fuera del equilibrio. La mayor parte de los procesos que
ocurren en la vida diaria son de este tipo, por ejemplo, la combustién del motor de un auto-
movil, la dispersion de luz a través de un fluido, las reacciones quimicas, los efectos cruzados
como el termoeléctrico, etc...

En este contexto, se suele trabajar en sistemas que se encuentran cerca del equilibrio,
haciendo uso de conceptos de la termostatica y de la hipotesis de equilibrio local (descrita mas
adelante), con una aproximacion lineal. Un sistema se considera cerca del equilibrio cuando
s6lo una fluctuacion lo separa del mismo; esto es, una modificacién que temporalmente altera
el valor de alguna variable termodinamica en equilibrio, en una magnitud relativamente
pequena.

La Termodinédmica Irreversible se basa en las tres leyes fundamentales de la termostatica,

ampliamente conocidas [1, 15]:

e La ley cero, que puede expresarse como sigue: Si de tres sistemas A, B y C, resulta que
A y B se encuentran, separadamente, en equilibrio con C, entonces A y B se encuentran
en equilibrio uno con el otro; a partir de este principio se define la temperatura que
es la variable termodinédmica que tendra el mismo valor en estos tres sistemas y que
es una funciéon de las variables independientes. En un fluido la temperatura depende
de la presion local y del volumen, asi pues, para todo fluido, es posible encontrar
una funcion T(p,V), llamada temperatura, que tiene la propiedad de tener un valor
numérico idéntico para todos aquellos fluidos en equilibrio uno con el otro. Debido a
que la temperatura depende de la presion y del volumen, el fluido puede describirse en
términos de la presion y el volumen, de la presion y la temperatura o bien del volumen

y de la temperatura.



e La primera ley de la termodinamica, donde se define la energia interna como aquella
funcion de estado [1, 15] cuyo incremento entre dos estados en equilibrio, a y b, a través

de un proceso adiabatico se expresa como sigue:

b
AU = — / W adiab, (1)

a

donde Wigiqp es el trabajo adiabatico (sin transferencia de calor). Si el proceso no es

adiabatico, se satisface la siguiente relacion:

dU — W = 6Q, (2)

que permite expresar la primera ley de este modo: En todo proceso en la naturaleza,
la energia se conserva si se toma en cuenta el calor. La ecuacion (2) establece que un

proceso no puede tener como tunico fin el crear o destruir energia.

e La segunda ley de la termodinamica define al estado mas probable de un sistema como
aquel cuya entropia alcanza un valor maximo. Otra manera de expresar la segunda ley
es la siguiente: Si se efectia un proceso entre dos estados en equilibrio de un sistema
aislado, la diferencia entre las entropias de los estados inicial y final nunca puede
disminuir. La segunda ley nos indica la direccién posible de un proceso en un sistema;
la diferencia de entropias entre dos estados establecera un indicador que decidiré la
posibilidad de un proceso. Lord Kelvin expreso la segunda ley de la termodinamica
como sigue: Toda transformacion ciclica cuya unica finalidad sea absorber calor de un
cuerpo o fuente térmica a una temperatura dada y convertirlo integramente en trabajo,
es imposible [16]. Se puede demostrar que si A y B representan dos estados de equilibrio
de un sistema, el valor de la integral ff @ serd el mismo para cualquier trayectoria
de procesos reversibles cuasiestaticos entre los puntos A y B, d“Qrev es la cantidad de
calor intercambiada entre el sistema y la fuente de temperatura 7', tiene el subindice
rev para indicar que la relacion es valida para procesos reversibles [16]. Un proceso
es cuasiestatico cuando el paso del estado A al estado B se realiza cambiando los
parametros continua y lentamente (comparado con tiempos de relajacion significativos)
de modo que siempre pueda considerarse el sistema en estado de equilibrio. Teniendo

en cuenta el enunciado previo, se define la diferencia de entropias como:



AS = S(B) — S(A) = /B d’(%rev. (3)

Para cualquier proceso (irreversible o reversible) entre A y B se cumple que [16, 17]:

Bd»
ASZ/A TQ (4)

esta integral serd mayor a cero cuando el proceso sea irreversible, igual a cero para procesos
reversibles y menor a cero para procesos imposibles.
Por otro lado, la ecuacion de Gibbs, fundamental en termodinamica, relaciona la primera

y segunda leyes de la termodinamica de la siguiente manera [16, 17]:

dU = TdS + dW, (5)

donde el calor se expresé en funcion de la entropia y la temperatura. La ecuacion (5) puede

re-escribirse en términos de variables de estado Z y Y como

dU =TdS + > ZdY;. (6)

Estas tres leyes son universales ya que son validas en cualquier sistema. Para mayor
informacion al respecto de estos conceptos bésicos se puede consultar cualquier texto de
termodinamica clésica, como por ejemplo las referencias [16] y [17]. Las leyes se expresaron
en términos macroscopicos, nunca se hizo referencia a la naturaleza microscopica del sistema,
es decir, no se toco el tema de las propiedades de las moléculas que constituyen el sistema
o las fuerzas de interaccion entre ellas. Una ecuaciéon que establece la coneccion entre las

definiciones macroscopicas y microscopicas es la siguiente [16, 17]:

S =kglnf, (7)

donde f indica la probabilidad de encontrar un sistema caracterizado con ciertos parametros.
La ecuacion (7) permite relacionar las variables mencionadas en las leyes de la termodinamica

con la teoria microscopica de la materia.



Al analizar sistemas fuera del equilibrio, la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL) su-

pone cuatro hipotesis [15, 18]:

e Hipoétesis de equilibrio local. Un sistema fuera de equilibrio, con un volumen V'
y una medida macroscopica L se puede dividir en elementos de volumen llamados
comunmente celdas, de dimension [. La dimension de estas celdas es mucho menor que
la dimension L del sistema pero a la vez mucho mayor que las dimensiones atéomicas.
Las variables termodinamicas macroscopicas se pueden definir univocamente para cada
coordenada (7,t) en cada una de estas celdas; ademaés, la magnitud de las derivadas
de estas variables en el tiempo y en el espacio definen la forma en que el sistema se

aleja del equilibrio.

Si un sistema esta fuera de equilibrio, cada una de las celdas esta en equilibrio termo-
dindmico, lo que quiere decir que la relaciéon funcional que existe entre las variables
termodindmicas en equilibrio permanece sin cambio. A este concepto se le denomina
la hipotesis de equilibrio local. En otras palabras, las relaciones que existen entre las
variables termodinédmicas en equilibrio, localmente, son las mismas que para las varia-
bles fuera del equilibrio. Un sistema se encuentra en equilibrio -termodinamico- local
cuando sus parametros pueden variar en el espacio y en el tiempo, pero esta variacion
es lo suficientemente lenta como para poder suponer que existe una zona que lo rodea,

en donde ese sistema esta en equilibrio.

e Generalizaciéon de la segunda ley de la termodinamica a procesos fuera
del equilibrio. La entropia no obedece una ecuaciéon de conservacién sino una de

evolucion, esto es, se produce entropia; este hecho se expresa por la ecuacion [15, 17, 18]:

d(ns) -
V-J,=o0, 8
a (8)
incremento divergencia  producciéon
de la entropia + del flujo de = de
por unidad de tiempo entropia entropia.



En la ecuacion (8), s representa la entropia por particula. Esta produccion de entropia es lo
que Clausius [19] llam6 calor no compensado, por lo que se le suele llamar también el calor
no compensado de Clausius. En el capitulo VI se describe ampliamente esta generalizacion.
Resulta importante indicar en este momento que la produccion de entropia puede expresarse
como la sumatoria de los productos de flujos por los gradientes de las variables termodina-
micas locales que los provocan. Estos gradientes se suelen llamar fuerzas termodinamicas,

lo que se expresa mateméaticamente como sigue [15, 17, 18]:

0= Z Ji - Xi, (9)
donde J; es el i-ésimo flujo, que puede ser de calor, de masa, de impetu, y X, esel gradiente
de la variable que provoca el flujo correspondiente, estos es, gradiente de temperatura, de
potencial quimico, de velocidad. Por ejemplo, un término de la produccion de entropia puede

escribirse como el producto del flujo de calor por el gradiente de la temperatura.

e Ecuaciones constitutivas lineales. En el régimen lineal, si hay n procesos efectuan-
dose en un sistema, la relacion entre los flujos y sus fuerzas asociadas es lineal, lo que

se puede escribir como [15, 17, 18]:
T =Y LaXi, (10)
i=1

donde los coeficientes cinéticos o de transporte L;, son escalares, y las fuerzas X son
independientes entre si. Los coeficientes L;, dependen de las propiedades en equilibrio.
Cabe aclarar que la relacion anterior soélo tiene sentido en presencia de campos externos
o gradientes de variables locales. Esta manera de escribir los flujos es tutil para re-

escribir la entropia en dichos términos:

i k

Claramente, para que la produccién de entropia sea semidefinida positiva, debe cumplirse

que:



En sistemas isotropicos, cada una de las ecuaciones (10) debe satisfacer el principio de
Curie que estipula que flujos y fuerzas tnicamente pueden acoplarse si son de la misma

naturaleza tensorial (un vector es un tensor de rango 1).

e Simetria de las relaciones de reciprocidad de Omnsager. Tres ecuaciones de
balance forman el sistema de ecuaciones diferenciales que rige la dindmica de un fluido
simple: la ecuacion de continuidad (conservacion del namero de particulas), la de
conservacion del impetu y la de conservacion de la energia. Se trata pues de un sistema
con mas incognitas que ecuaciones. Las incognitas son la densidad de particulas (n),
la temperatura (7'), las tres componentes de la velocidad hidrodinamica (U, U,,U,),
la densidad de energia (e), las tres componentes del flujo de calor y, si no se desprecian
las viscocidades, se tendréan las seis componentes del tensor de esfuerzos. En un fluido

isotropico el tensor de esfuerzos puede escribrise como [4, 15, 18]:

T=pl+71", (13)

donde I es la matriz identidad, p la presion hidrostética y a 7% se le denomina tensor

ViSCOSO.

Para resolver este sistema necesitamos ecuaciones adicionales, a saber, las ecuacio-
nes constitutivas. En los capitulos posteriores, donde se aborda el tema de fluidos al
despreciar los términos viscosos, se usan algunas de las opciones existentes para la

ecuacion constitutiva del flujo de calor.

Para expresar el conjunto de ecuaciones constitutivas en forma matricial, es posible
escribir una matriz de coeficientes de transporte de elementos L;,. Si esta matriz es
diagonal, el sistema de ecuaciones diferenciales es completo. Esta es justamente la

hipotesis de reciprocidad de Onsager [15, 18]:

Lix = L, (14)

es decir, que los coeficientes de transporte son simétricos. Asi pues, las ecuaciones de balance,

las ecuaciones constitutivas lineales (10) y la hipotesis de reciprocidad de Onsager (14), junto

10



con las condiciones iniciales y de frontera, permiten predecir el comportamiento del sistema

en el tiempo.

Las variables consideradas para el sistema simple, materia de este andlisis, son la tem-
peratura (7)), la densidad de particulas (n) y la velocidad hidrodinamica del fluido (/). La
densidad de particulas es una magnitud intensiva que describe el grado de concentracion de
objetos que se pueden contar (particulas, moléculas, galaxias, etc...). Cabe recordar que una
magnitud intensiva es aquella cuyo valor es independiente del tamano del sistema o de la
cantidad de materia en dicho sistema. La velocidad hidrodinamica del fluido se define como
el promedio de las velocidades de cada particula o; es una velocidad caracteristica como “la
velocidad del centro de masa del sistema”.

Se mencioné con anterioridad que en la TIL se suele trabajar con una aproximacion
lineal. Lo que sucede es que las ecuaciones de evolucién temporal que describen la dinamica
de un fluido son complicadas de resolver puesto que no son lineales. De hecho solo se han
logrado obtener pocas soluciones analiticas exactas en condiciones particulares [20, 21]. Para
enfrentar esta situacion se suele utilizar el andlisis de las fluctuaciones, descrito en el capitulo
siguiente. Lo que es importante recalcar es que la concordancia entre los datos experimentales
y los resultados teoricos de la teoria lineal es asombrosa [15], por lo que dicho método se
sigue registrando en la literatura especializada. Resulta necesario advertir que, aunque la TIL
es una herramienta poderosa para abordar problemas termodinamicos fuera del equilibrio,
existen muchos de esos sistemas que no pueden analizarse con ella, tal es el caso de las ondas
de choque, el flujo de liquidos poliméricos, la transicion vitrea, entre otros [15].

Las ecuaciones que rigen la dinamica de los fluidos se pueden establecer desde diferentes
perspectivas. La teoria cinética de los gases, materia de estudio del capitulo siguiente, es
la herramienta utilizada en esta investigacion para tal efecto. Establece sus conclusiones a
partir de primeros principios, sin olvidar el significado fisico de las magnitudes; se basa en
las teorfas microscopicas de la materia y el uso de funciones de distribuciéon. Sin embar-
go, existen enfoques alternativos que se han venido utilizando para analizar los sistemas
termodinédmicos. Uno de ellos es el enfoque fenomenolégico, que se basa en razonamientos
empiricos; su punto de partida son las leyes de conservacion. La segunda ley de la termodi-
namica es usada para obtener ecuaciones constitutivas. Entre los principales exponentes de

la fenomenologia en el régimen relativista se encuentran Eckart [3], Israel [22] y de Groot

11



[23].

Existe también el enfoque racionalista, que usa la fenomenologia pero se basa en axiomas
matematicos que, en general, tienen que ver con propiedades matematicas de las derivadas.
Una de las principales controversias con la teorfa cinética la constituye el hecho de si el calor
puede considerarse una variable de estado o no. Los principales racionalistas son Muschik
[24], Moller [25] y Lavenda [26].

Otra perspectiva corresponde a la termodinamica extendida que, a través de pardmetros
ajustables, resuelven los problemas de estabilidad y causalidad mencionados. Entre los de-
fensores de este formalismo se encuentran Casas-Véazquez, Jou |27, 28] y Andersson [29]. Un
analisis detallado se encuentra en el capitulo IV y en la referencia [30].

Entre los enfoques basados en la teoria cinética, el método de Chapman y Enskog es-
tablece una jerarquia para las soluciones, basado en un pardmetro de orden que se suele
identificar con el nimero de Knudsen definido anteriormente. Asi, se tiene que para el régi-
men de Euler, la solucién es f = f(©, para el de Navier-Stokes es f = f(© +¢f() para el de
Burnett f = f© 4+ ef® 4+ 2 |y asi sucesivamente. La funciéon de distribuciéon en equi-
librio es f(©, la correccién a primer orden en los gradientes es (U, la correcciéon a segundo
orden es f®. En los capitulos siguientes se analizan los fenémenos de transporte guardando
la aproximacion de primer orden en los gradientes. En 1985, Hiscock y Lindblom [5] anali-
zan las soluciones divergentes -mencionadas anteriormente- que aparecen al utilizar, como
ecuacion constitutiva para el flujo de calor, la propuesta por Eckart en 1940 y concluyen que
se deben abandonar las teorias a primer orden en los gradientes. Sugieren como salida las
teorias extendidas, del tipo descrito por Israel-Stewart [22, 31|. Lo novedoso del formalismo
alternativo para la ecuacion constitutiva del flujo de calor -al que se ha hecho referencia-
es que, con el método de Chapman y Enskog, en el régimen de Navier-Stokes, considerando
los gradientes de las variables termodinamicas locales a primer orden, se obtienen soluciones
estables (no divergentes) para la evolucion temporal de las fluctuaciones. Adicionalmente,
dichas soluciones exhiben un comportamiento ondulatorio amortiguado, por lo que no pre-
sentan problemas de causalidad. Se evita asi el uso de parametros ajustables, propio de las
teorias extendidas y se presenta un calculo sencillo, derivado de los principios de la teoria
cinética.

También se encuentran enfoques basados en teoria cinética, que utilizan el método de

Grad [32], que se fundamenta en la hipotesis de que la funcion de distribucion utilizada es
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una desviaciéon de la de Maxwell-Boltzmann, o en todo caso de la de Jiittner en el régi-
men relativista. Dicha desviacién se escribe como una serie de términos que son funciones
ortonormales: los polinomios tensoriales de Hermite. Se habla del desarrollo en serie de mo-
mentos. Sin embargo, se puede demostrar que este método presenta inconsistencias a 6rdenes

superiores a 1 en el parametro de Knudsen [33].
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III. FORMALISMO DE LA TEORIA CINETICA

A. Formalismo de la teoria cinética clasica (no relativista)

La teoria cinética de los gases constituye la base microscépica de la termodinamica irre-
versible, y con esta teoria es posible obtener el sistema de ecuaciones de transporte y las
ecuaciones constitutivas necesarias para el estudio de la dindmica de los fluidos, mismas que
se explicaran mas adelante.

Una ecuacion de transporte es una ecuacion del tipo

0 -

donde F es la cantidad que evoluciona en un fenémeno de transporte, J} es el flujo que lo
transporta y ‘s es la fuente. Las ecuaciones de transporte siempre expresan el balance de
una cantidad fisica.

La ecuacion de Boltzmann que en el caso no relativista esta dada por |1, 4, 34]:

of . of F of ..
E+U-ﬁ+a'%—s, (16)

es una ecuacion que describe la evolucion de la funcion de distribucion (f) de una particula
en un gas diluido. Por gas diluido se entiende uno cuyas moléculas colisionan binariamente,
es decir, el tipo de colision més probable es entre pares de moléculas, despreciando los que
involucran un mayor nimero. Esta ecuacion indica que el cambio en la funcién f por el
arrastre de las particulas, en un volumen drdv del espacio fase, con ¢ la velocidad molecular,
es igual al término fuente que en lugar de 'S se escribird como J(f f'), que denota cambios
en f debido a las colisiones que sufren las moléculas de masa m. La ecuacién de Boltzmann
es no lineal, debido a este término colisional. La fuerza externa ejercida sobre el sistema
es F. Esta ecuacion solo es valida para gases monoatoémicos. Sea 1 la velocidad relativa
(9 =| v/ — v} |=| ¥ — v} | por el principio de reversibilidad [18]), ¢ la seccién transversal
de la colision entre un par de particulas y ) el angulo s6lido correspondiente a la colision,

entonces el término colisional puede expresarse como sigue [1, 34]:

a1 = [ s syoanas (1)
donde las primas denotan las cantidades después de la colisién y el subindice 1 indica la

molécula con velocidad vy (variable de integracion) que interactiia con las moléculas de ve-

locidad v, esto se suma sobre todos los posibles valores de v;. La ecuacion (17) representa
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un balance del numero de particulas que entran y salen, por colisiones, de una regiéon del
espacio fase (ver apéndice B). El producto de las dos funciones de distribucion implica el
hecho de que se trata de eventos estadisticamente independientes.

El uso de la ecuaciéon de Boltzmann para describir la dindmica de un fluido proviene de
la metodologia de la teoria cinética, que establece su analisis a partir de calcular promedios
sobre funciones de distribucion. El conocimiento de la funcién de distribucién f nos permite
calcular las funciones termodinamicas, el flujo de calor, el tensor de esfuerzos y otras mag-
nitudes fisicas. En el caso no relativista, f(*) es la funcion de Maxwell-Boltzmann, denotada
muchas veces por f ](\9 ])% y expresada a continuacion en funcion de las velocidades:

(0) m i (~ 52 ) -9
—_ 7t . T2kpT(FL )\VTU 18
Ko=) (5 ) 0 , (18)

donde, el super-indice (0) indica que es la funcién de distribucion en equilibrio, kg es la
constante de Boltzmann, ¢ = ¢(7, ) es la velocidad de la molécula, m la masa de la misma,
n la densidad de particulas y @ = (7, t) la velocidad hidrodindmica del elemento de fluido.
Es importante puntualizar que la velocidad hidrodinamica esta definida localmente, en cada
celda que se supone en equilibrio. La funcion f](\% es la solucion de la ecuacion homogénea
de Boltzmann, esto es, haciendo J(ff’) = 0. La ecuaciéon de Boltzmann se ha intentado
resolver a través de diferentes métodos. Una manera de aproximar la solucién y que permite
calcular promedios de las variables termodinédmicas, expresados segiin el orden del parametro
de Knudsen, es el desarrollado en primera instancia por Hilbert y aplicado por Enskog y
Chapman en el caso de un fluido [1, 34|. El método consiste en suponer que f, la soluciéon

de la ecuacion de Boltzmann, se puede expresar como una serie de potencias de esta forma:
f=Ef0 4 fO @4 (19)

donde € es el parametro de Knudsen que, como ya se observo anteriormente, viene dado por el
cociente entre el camino libre medio A y L la longitud caracteristica del sistema que contiene
al gas. Si la serie se trunca en el primer término, se tiene que f = € f(©) es decir, el fluido se
encuentra en el denominado régimen de Euler, donde no se toman en cuenta viscosidades ni
transferencia de calor. Si se considera también el segundo término, el fluido se encuentra en el
régimen de Navier-Stokes, en presencia de viscosidades y conduccion de calor; esto es debido
a que el término f() contiene la correccion, a primer orden en los gradientes, de la funcién

de distribucion en equilibrio f(¥, que da origen a los flujos disipativos [1, 34]. Si se trunca
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la serie en el tercer término se dice, como se describi6 en el capitulo anterior, que el fluido
esta en el régimen de Burnett, y para términos superiores se habla del régimen de super
Burnett. El parametro de Knudsen es una medida de los gradientes espaciales presentes en
el sistema: en cada correccién a la funciéon de equilibrio aparece un término con gradiente
(de temperatura, o de otra variable), esto es, para la primera correccion (f (M) aparece un
gradiente, si se trunca la ecuacion (19) al segundo orden en el parametro de Knudsen, se
obtendran términos a segundo orden en los gradientes y asi sucesivamente.

La utilidad del método de Chapman y Enskog es la de convertir la ecuaciéon de Boltzmann
en otra ecuacion, estrictamente integral (ya no integro-diferencial), posibilitandose el calculo
de promedios estadisticos de las variables termodinamicas. Se habla entonces de la ecuacion

de transporte de Enskog que, en ausencia de fuerzas externas, se escribe a continuacion

[1, 18, 34]:

W+V-n<ﬁ¢>—ﬁn-<%¢>:A¢, (20)

donde A1) esté definido en la referencia [1]. Cuando 1 es una cantidad conservada en procesos

colisionales, la ecuacion (20) se simplifica a la siguiente expresion:

d(n < >) Jr8(n<1717b>)
ot or

En el caso no relativista el promedio de 1) esta definido por:

~0. (21)

1 -
E/@Z)fdg (22)

donde ¢ es la velocidad caodtica de las particulas que viene dada por la expresion

c=v—1, (23)

que se encuentra en la exponencial de la expresion (18). La velocidad caotica, también
llamada “peculiar” es la velocidad de las particulas medida desde el sistema comovil [35].

Como es bien sabido, las cantidades clasicas conservadas en procesos colisionales son

34, 36]:

e ) =1, con lo que se obtiene la ecuaciéon de continuidad:

on L
E + V- (nu) = 0. (24)
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e ) = mu, con lo que se obtiene la ecuacion de balance de impetu:

0(nm)
ot
donde T =m [ UUfdv es el tensor de esfuerzos [34].

<~
+V-T=0, (25)

e Y por ultimo, la cantidad ¢ = %va, con lo que se obtiene la ecuacion de balance de

energia:

o(ne)
ot

donde J, es el flujo total de energia, definido como J, = % [ mv*fdiy e la densidad

+V-J. =0, (26)

de energia por particula.

Al utilizar las definiciones de la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann, la ecuacion
de continuidad, la velocidad cadtica y usando la hipotesis de equilibrio local, se obtiene
un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales que constituyen las ecuaciones de
transporte para un fluido no relativista [37].

Por otro lado, siguiendo el desarrollo reportado en la Ref. [36], es evidente, y sera de
mucha utilidad para aplicar estas ideas al régimen relativista, que la transformacion (23)

puede también expresarse como:

o= G, (27)

donde G"” es la matriz de transformaciéon galileana, definida como:

100 ®
010 =
G = ‘1, (28)
001 ==
000 1
por otro lado, v* y ¢, tienen respectivamente las componentes:
Vg
v
=1 " (29)
/UZ
c
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-
S

o= " 1. (30)
G

B. Formalismo de la teoria cinética relativista

A partir de esta secciéon muchas expresiones se escribiran usando notacion tensorial, con
subindices para los tensores covariantes y superindices para los contravariantes. Las letras
latinas para los indices toman los valores 1, 2, 3 y las letras griegas los valores 1,2, 3,4. Una
coma, representa una derivada parcial; y, un punto y coma, una derivada covariante (ver
apéndice C para conceptos béasicos de andlisis tensorial).

Ahora bien, en el caso relativista, en lugar de la funciéon de distribuciéon de Maxwell-
Boltzmann, que acepta velocidades moleculares infinitas, debe usarse la funcién de distribu-
cion de Jiittner (ver apéndice D), denotada por fgg y expresada como [34]:

By
©__ n (=)
frE = 3 € )
dre ZICQ(I/Z)

(31)

donde U” = (U, ¢) es la cuadrivelocidad hidrodindmica (cuatro componentes), V) =

(1 — Z—j) K es el factor de Lorentz y z = ’;’fg es el parametro relativista. Cuando z < 1, se
trata de un sistema en régimen no relativista pues la energia térmica de la particula es mucho
menor que su energia en reposo. Se dice que para z > 1 el sistema es ultrarelativista, donde
la energia en reposo de la particula es mucho menor que su energia térmica; puede tratarse
de un gas de electrones, por ejemplo, cuya masa es muy pequena y tiene una temperatura
muy alta [38]. El factor Ky(1/z) denota la funcion de Bessel modificada de segundo orden.
Las figuras la, 1b y 1lc, donde se muestran las relacionesf(w) vs @, denotando por w
la velocidad cadtica tanto en el caso no relativista como relativista (este ultimo se definira
més adelante), muestran ambas distribuciones para diferentes valores de z, mostrando co6mo

a medida que este pardametro aumenta, la diferencia entre ambas distribuciones se torna

significativa.

18



Figura 1a

—_
S
=

6.x1078

5.x1078

4.x1078

3.x1078

2.x1078

1.x1078

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&)(m/s)
50x10° 1.0x10° 15x107 20x10° 25x10" 3.0x10’

Figura 1b

—
S
=

6.x1078

5.x1078

4.x1078

3.x10°®

2.x1078

1.x1078

L L L L L L
0 50x10°  1.0x10®

L L L = L L L L L 1 )
(m/s)
15x10°  20x10°  25x10° 30x10%

Figura 1c

—_
S
=

6.x107®
5.x1078
4.x1078
3.x10°®
2.x10°®

1.x1078
7/

L | ———— =T ~
(m/s)
50x107  10x10° 15x10° 20x10° 25x10° 30x10°

|
|
|
|
|
|
|
|

o

Figuras 1a, 1b y 1c. Comparacion de las distribuciones Mazwell-Boltzmann no relativista (linea con-
tinua) y relativista o Jittner (linea punteada) para diferentes valores de z, de arriba a abajo: z = 0,0001,

z=005yz=1.
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El régimen relativista, en relatividad especial, se describe aqui en un espacio de Min-

kowsky con la métrica ds? = dz? + dy* + dz? — (cdt)?, la cuadrivelocidad de las moléculas

w2

en este gas viene dada por v* = 7 (dJ,c) con v = (1 — C—2>7§, y & la tri-velocidad
molecular.
La ecuacion de Boltzmann relativista en ausencia de fuerzas externas, se puede escribir

de la siguiente forma, en notacion tensorial [34]:

v fa=J(ff), (32)

el término colisional J(f f’) se define de manera anéloga que en el caso clasico:

s = [ [ sryiaoa, (33)
donde ¥ es un flujo invariante de particulas [34], que juega el papel de una velocidad relativa.
En este caso dv; = “‘f’—fl es el diferencial de volumen en el espacio de velocidades y es una
invariante [36]. Al igual que en el caso no relativista, se puede usar el método de Chapman y

Enskog para proponer una soluciéon a la ecuacion de Boltzmann. La ecuacion de transporte

([rure) =o o

)

queda como sigue:

con dv = C;‘%. Al sustituir en la ec. (34) las cantidades conservadas en procesos colisionales,
se obtienen la ecuacion de continuidad con v = 1y la ecuaciéon de balance energia-momentum
con 1) = mv®. Se debe tomar en cuenta que para 3 = 1, 2 y 3, se obtiene la ecuacién de
balance de impetu (en ausencia de fuerzas externas) y para 5 = 4, la ecuacion de conservacion

de la energia. Por otro lado, la ec. (34) puede escribirse de la siguiente manera:

NY =0 (35)

)

T =0, (36)
donde NV es el cuadri-flujo de particulas, definido como:
NV = /U”fd*v (37)
y TH es el tensor de esfuerzos-energia, dado por:

T = m/v“v”fd*v. (38)
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Ahora bien, con la finalidad de introducir el concepto de la velocidad caética, tal y como
se hizo en la seccion anterior, se usa la matriz de transformacion de Lorentz |36, 39| para
transformar la velocidad v? vista desde el sistema de laboratorio (S) y 9 la vista desde un

sistema que esta en la misma celda donde se mueve la molécula (5):
o = 1P = [P K, (39)

aqui Lf; es una matriz de Lorentz con velocidad U. Por simplicidad en los célculos se supondré

que la velocidad hidrodinamica sb6lo se mueve en una direccion:

Yy 00 27w
; 0 10 0
Lf = : (40)
0 01 0
w00 Yy

y K¢ = v(k)(lg, c) es la cuadrivelocidad cadtica. Con esta transformacion se reescriben las

definiciones (37) y (38), en funcién de la velocidad caotica, de la siguiente forma [36]:

N# = [} / K°fd'K, (41)

T = mLiLj / KKPfd*K, (42)

donde d*v = d*K por ser cantidades invariantes. Ambas integrales pueden calcularse notando
el hecho de que la funcién de distribucion puede expresarse en funcién de la velocidad cadtica,
puesto que el argumento de la exponencial es —#)/z. En la referencia [36] se desarrollan los
calculos donde, con herramientas y argumentos de la teoria cinética y usando el método de
Chapman y Enskog, se expresan la energia interna, el flujo de calor y el tensor de esfuerzos
en funcion de promedios de la velocidad caodtica. En particular se obtiene que, en el sistema

comovil, el flujo de calor es el promedio de la energia caodtica:
Jig = mc® / YK fOIK, (43)

aunque se puede realizar una transformaciéon de Lorentz para expresarlo en otro sistema de
referencia, el inconveniente es que entonces el flujo de calor tendra términos de otros flujos
mecanicos y contendra a la velocidad hidrodinamica. Por tanto es conveniente definirlo en

el sistema comdvil. Debido a la importancia que tiene la ecuaciéon constitutiva para el flujo
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de calor en los capitulos posteriores, en la secciéon siguiente se esbozaran las patologias de la

ecuacion propuesta por Eckart para tal efecto y la deduccion del formalismo alternativo.

C. La ecuacién constitutiva para el flujo de calor

El sistema de ecuaciones de movimiento que permite analizar la dindmica de un fluido
simple relativista tiene mas incégnitas que ecuaciones, por lo que resulta necesario contar con
ecuaciones adicionales, que se denominan ecuaciones constitutivas. En los casos estudiados
posteriormente, es necesario introducir una ecuacioén constitutiva para el flujo de calor. En
1940, como también se vio en capitulos anteriores, Eckart propuso una ecuaciéon, motivada a
partir de argumentos fenomenoléogicos y forzando el cumplimiento local de la segunda ley de
la termodinamica (entropia semidefinida positiva). La ecuacion constitutiva de Eckart para

el flujo de calor es la siguiente [3]:

TU"
Jig) = —Kmh, (TW + ) ; (44)

c2

donde ky;, es la conductividad térmica, U* la aceleracion hidrodinédmica, T el gradiente de

urur

temperatura y h*” el proyector espacial definido por A" = g + ==

con g™ la métrica
del espacio y una signatura (+ + +—).

Sin embargo, en 1985 Hiscock y Lindblom [5] demostraron que el uso de la ecuacion cons-
titutiva de Eckart genera que las soluciones del sistema linealizado de ecuaciones mencionado
diverjan (incremento exponencial de las fluctuaciones), lo que se ha llamado en la literatura
especializada "inestabilidades genéricas". Este tema ha sido ampliamente estudiado [22], de
hecho, recientemente se demostré que el problema de la inestabilidad se debe al acoplamien-
to entre el flujo de calor (Jjg)) v la aceleracién (™), presente en la ecuacion constitutiva
de Eckart [40]. Otro problema o "patologia" que presentan las soluciones generadas al usar
la ecuacion constitutiva de Eckart, es el de no satisfacer el principio de antecedencia, esto
es, no son causales. Estas inestabilidades representan una violacion a la hipdtesis de regre-
sion lineal de fluctuaciones, que segin Onsager estipula que las fluctuaciones esponténeas
de las variables de estado alrededor de sus valores en equilibrio deben atenuarse, siguiendo
las ecuaciones linealizadas establecidas para dichas variables; por otro lado, la ecuacion (44)

presenta una inconsistencia en cuanto a su forma puesto que el término de la aceleracion

hidrodinamica no es el gradiente de una variable termodinédmica intensiva o de un campo
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externo, violando el supuesto de las ecuaciones constitutivas lineales.
En 2009, se dedujo una ecuacion constitutiva |6, 40|, a partir de la teoria cinética [41]
que es consistente con la forma (10) y que no viola la hipotesis de Onsager de regresiones

lineales de las fluctuaciones. Esta ecuacion constitutiva es la siguiente:
J[ZQ] = —h; (LTTT’M + LnTTL’M) s (45)

donde n'* es el gradiente de la densidad de particulas, 7" el gradiente de la temperatura local

y Lrr vy L,r son coeficientes de transporte que vienen dados por las siguientes expresiones

[6]:

b= 2 {1 (1 O (L) - (1 22000 600) 602
(46)
Lon— nk%’Z’QT Q(;/z) - (42 + 2%?)1 G + 59(1/2))] : (47)

donde KC,,(1/2) es la funcion de Bessel modificada de orden n y G(1/z) = Ks(/2)/k,(1/2); Ly es
una conductividad térmica efectiva y L, sélo aparece en el caso relativista.

La manera de calcular (45) fue la siguiente [40, 41]: se parte de la ecuaciéon de Boltzmann
en ausencia de fuerzas externas, con la aproximacion BGK (sin pérdida de generalidad).
Se usa el método de Chapman y Enskog, de modo que se supone que la soluciéon es de la
forma f = f© +efM). Se establece f(!), mediante las derivadas de la funcién de distribucion
en equilibrio (ver apéndice E). Luego, se escriben las derivadas temporales en términos de
los gradientes espaciales por medio de las ecuaciones de Euler (ver apéndice F), este paso
es imprescindible y tendra como consecuencia el acoplamiento de los flujos con las fuerzas
termodinamicas (gradientes espaciales de las variables termodinamicas locales). Siguiendo
este procedimiento quedara un término en funcién de la presion y la energia interna, que
a su vez se expresa en términos de las variables n y 7', mediante una ecuaciéon de estado.
Finalmente, el flujo de calor queda expresado en términos de los gradientes de densidad de

particulas y de temperatura.
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D. La aproximaciéon BGK

La tasa de cambio de la funciéon de distribucién debida a las colisiones o a interaccio-
nes microscopicas es lo que se denomina el kernel colisional y se denotd en las secciones
anteriores por J(ff’). En 1954, Bhatnagar, Gross y Krook desarrollaron una aproximacion
ampliamente usada [2], que preserva la forma general de la funcién de distribuciéon y su uso
simplifica los calculos, de otro modo complicados, involucrados en el kernel completo. Cabe
mencionar que de manera independiente también la desarrollo Welander [42]. Lo que estos
autores propusieron es modificar los términos colisionales de tal manera que cada colisiéon
conserve la densidad de particulas, el momentum y la energia. Al utilizar esta aproximacion

se reemplaza el término de la integral colisional por un término de relajacion de la forma:

f(o)(_;ﬁ?t) B f(ﬁ Ua t)

T

, (48)

donde 7 es un tiempo de relajacion. Esto expresa el hecho de que las colisiones tienden a
relajar la funcion de distribucion hasta un valor f(©).

En esta tesis se haré uso, en ciertos casos, de esta aproximaciéon por considerarla adecuada
ya que se trabaja con sistemas monocomponentes de baja densidad, condiciones bajo las

cuales ha probado ser efectiva la aproximacion [34].

E. Meétodo del analisis de fluctuaciones

Una de las complicaciones del sistema de ecuaciones diferenciales parciales que rige la
dindmica de los fluidos es la no linealidad. Para abordar este problema se linealizan las
ecuaciones. Se podria hacer uso de la teoria cualitativa, que se vale de métodos topoldgicos
y de otras consideraciones para, si no encontrar soluciones, al menos si describirlas. Destacan
los métodos numéricos, que basicamente discretizan el volumen (en volimenes méas pequenos
llamados celdas) y resuelven el sistema algebraico de ecuaciones en cada una de ellas.

El analisis de fluctuaciones comienza considerando que las variables termodindmicas con
las que decidimos trabajar son perturbadas alrededor de su valor en equilibrio. La fluctuacion
viene dada por una funciéon que depende de z‘ y de ¢; los productos de estas fluctuaciones
se desprecian, por ser cantidades pequenas comparadas con los valores en equilibrio de las

funciones termodinamicas. Asi pues, tenemos que cualquier funcién termodinamica Y seré
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sustituida por la expresion Yo + 6T (2%, t). De esta manera, lo que se hace es analizar el
comportamiento de las fluctuaciones cerca del equilibrio, por medio de un sistema lineal de

ecuaciones diferenciales parciales.

25



IV. CAUSALIDAD Y DISPERSION RAYLEIGH-BRILLOUIN

El tema de causalidad (o principio de antecedencia) ha despertado el interés de los cien-
tificos desde hace muchos anos. En los sistemas no relativistas se sabe bien que una causa
siempre debe estar ubicada temporalmente antes del efecto que provoca. Mateméticamente
esto puede representarse mediante una ecuacion diferencial parcial hiperbdlica, como lo es
la ecuacién de ondas. Sin embargo, en los sistemas relativistas, esta representaciéon no es
suficiente para garantizar la causalidad, pues una ecuacion de tipo hiperbodlica puede arrojar
una rapidez caracteristica mayor a la rapidez de la luz en el medio. Como se sabe, en los
sistemas relativistas no estan permitidos estos valores de rapidez, lo que se puede visualizar
como un cono de luz que restringe estos valores permitidos, esto es, las causas deberan estar
contenidas en el cono.

De Groot, en el capitulo VIII de [43| establece la siguiente definicion para el principio
de causalidad: Considérese n fuerzas motrices Fi(t), Fo(t), ..., Fy,(t), que a su vez inducen n
respuestas x1(t), xa(t), ..., x,(t), para fuerzas motrices suficientemente pequenas, la relacion

entre dichas fuerzas y sus respuestas es lineal y de la forma:

wi(t) = ko J oo Xaw(t = ) Fi(t)dt, (49)
donde Y, representa funciones finitas dependientes del tiempo, especificas para el sistema.

Dado que una respuesta no puede preceder su efecto (que es el causante de la respuesta), se

cumple la siguiente condicién para t < t':

Xik(t —t') = 0. (50)

Ahora bien, se estipula que para evitar la violacion del principio de causalidad, también

se requiere la existencia de la siguiente integral:

/‘Xm@—ﬂﬂﬂ<am (51)
0

El hecho de que se tenga el registro de dos integrales convergentes para representar la
estabilidad (49) y (51), sugiere la posibilidad de establecer un vinculo entre causalidad y
estabilidad (estabilidad entendida en el sentido de soluciones que no divergen). Sin embargo,

este parece ser un problema abierto porque en general se busca demostrar tanto la no
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violacion del principio de antecedencia como la estabilidad de las soluciones. En la literatura
se ha citado el trabajo de Denicol et al [44], donde se demuestra que la no causalidad induce
el comportamiento inestable de las soluciones de las ecuaciones de la dindmica de fluidos
relativistas disipativos. Este capitulo se dedica a evidenciar la no violacién del principio de
causalidad en dos casos particulares, a pesar de que con anterioridad se habia demostrado la
no existencia de inestabilidades [40]. Cabe recalcar que las demostraciones que a continuacion
se presentan son validas incluso para fuerzas motrices que no son pequenas (restriccion de

la definicion de Groot).

A. Ecuaciones de transporte para fluctuaciones en el régimen de Euler

Debe recordarse que para un gas relativista simple, no degenerado, y en equilibrio, la

funcion de distribucion (Jiittner) viene dada por la expresion (31), transcrita a continuacion:

(0) _ n Uﬁvﬁ

o2
fRE 47TC3IC2<%)6 )

donde Ko(1/2) es la funcion de Bessel modificada de orden 2 y z es el parametro relativista
dado por kgT'/mc?. Cuando sea claro que se esta trabajando con esta funcion, se obviara el
subindice RE.

En el régimen de Euler no existe disipacion, y en esta secciéon no se estan incluyendo

fuerzas externas, de modo que las ecuaciones de balance quedan como sigue [34]:

e la ecuacion de continuidad:

i +nf =0, (52)

donde 6 es la divergencia de la velocidad hidrodinamica.

e La ecuacion de balance de impetu:

put +p* =0, (53)

ne+p
2

con p = y p la presion local. Al calcular la divergencia de la ecuacion (53) se obtiene:

pUL + U Py, + VPp =0, (54)
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lo que se expresa en funciéon de 6 como sigue:

0 +UFfy + VP =0, (55)
e v la ecuacion de conservacion de la energia:

pé + pb =0, (56)

con ¢ la energia interna, que puede reescribirse como:

P .
5 (a—;) T+ pb = 0. (57)

Al linearizar estas ecuaciones, esto es, sustituyendo
e n por ng +on

o UF por UF + U y

o T por Ty + 0T,

y al despreciar los dobles productos de los términos con 0 y de orden superior, resulta un
sistema linealizado. Un aspecto importante del formalismo que sigue a continuacion lo cons-
tituye el sistema de referencia: se trabaja en el sistema comoévil, un sistema de referencia que
se mueve con el elemento de fluido; esto quiere decir que se hace igual a cero la velocidad
promedio Y%, sin embargo, las fluctuaciones (6U) no se anulan. El sistema de ecuaciones

queda entonces como sigue:

e la ecuacion linealizada de continuidad:

%(571) +ny 0 = 0, (58)

e la ecuacion linealizada de balance de impetu:

- 0
5y

donde py = ™=y ademas se hizo uso de la ecuacion del gas ideal (p = nkgT). Y por

(59) + nol{?BVQ((;T) + kBT0V2(5n) = 0, (59)

altimo,

e la ecuacion linealizada de conservacion de la energia:
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ng {31@3 + mc? (’Cl(l/ )ﬂ Q(m + nokpTydd = 0, (60)

Ko(Yz) ) | Ot
y sabiendo que el calor especifico a volumen constante es ¢, = (%)n, la ecuacion (60) se
puede reescribir como:
0
n0CU—<5T) + nokBT059 = 0. (61)

ot

La clave para preservar un sistema hiperbolico es la consideracion de las fluctuaciones en
velocidad. En el apéndice G se muestra una analogia ilustrativa de esta situacion, en el caso
de la electrodinamica, en el tratamiento de las ecuaciones de Maxwell. En seguimiento a
estas ideas, resulta pertinente revisar las propiedades de causalidad en este tipo de sistemas,
concentrandose en la posibilidad de generar una ecuacion diferencial parcial hiperbdlica que
describa fluctuaciones en temperatura.

Con la finalidad de establecer una ecuacién diferencial parcial para 06 primero se obtienen

las siguientes relaciones para las derivadas temporales de n y T' a partir de las ecuaciones

(58):
d (6n)

ot = —n059, (62)
y a partir de (61):
o(0T)  kpTy

Se toma una derivada respecto del tiempo en ambos lados de la ecuacion (59):

_ 0%(60) ,0(0T) ,0(0n)

12 + nok‘BV 7 + kBTov ot = 0, (64)
de modo que, insertando la expresion para %(571) de la ecuacion (62) y la expresion a(gtT) de
la ecuacion (63) se obtiene:

0?(60 kpTyo6
2} a(tQ ) 4 nokp V> (—BC—O) + kgTyV? (—ng 60) = 0. (65)

Luego de un arreglo algebraico se obtiene la siguiente expresion:

62(;529) _ K%) <’Z_B n 1)] V2 (56) = 0. (66)

Se ha demostrado que las fluctuaciones en 66 satisfacen una ecuacioén de ondas (hiperbolica).
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Con la finalidad de desacoplar el sistema y establecer una ecuaciéon diferencial parcial
para dn y 07 primero se resuelve para 06 en ambos lados de las ecuaciones (58) y (61).

Igualando estos resultados se obtiene la ttil relacion:

d(6n)  cyng 0(6T)

= 67
ot kgTy ot (67)
e integrando a ambos lados se obtiene que:
CyTo —»
on = 0T+ R 68
n kBTO + O(T)7 ( )

donde Ry(7) es una funcion que proviene del célculo de la integral y que depende s6lo de 7.
Se toma una derivada respecto del tiempo en ambos lados de la ecuacion (58):
02 (on) 0(00)
BIE + ng =0, (69)

ot
y se sustituye la expresion %sf) tomandola de la ecuacion de balance de impetu (59):

9%(0n)  ng
92+ & (—nokpV*(0T) — kpToV?(0n)) = 0, (70)

después se sustituye 97" desde la ecuacion (68):

d*(6 kBT
6§th) + % (—nokB (cBn(?) V2 ((6n) — Ry) — kBTOVZ(fs”)) =0, (71)
y al re-agrupar los términos resulta:
92(s kgTy [k k3T,
) - 1t (B ) o) - BT . (™)

En el apéndice H se demuestra que V? (Ry) = 0, por lo tanto, las fluctuaciones en densidad
satisfacen una ecuacion de ondas:

62((571) B nok?BT() ]’C—B
12 7

+ 1) V2(én) = 0. (73)

Co

Se efectiia un célculo similar para encontrar la ecuacion que satisfacen las fluctuaciones en
temperatura (07). Se toma una derivada respecto del tiempo en ambos lados de la ecuacion

(63):

0*(0T)  kpT, 0(50)
o2 e Ot
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(50

después se sustituye la expresion 8t) tomandola desde la ecuaciéon de balance de impetu

(59):

v2(s7) + Ml

o2 ¢, 7 a3

y se sustituye dn desde la ecuacion (68):

O*(0T)  kpTy (nokB V2(6n )) (75)

82<5T) kBT() 2 v 140
e [ okpV2(0T) + kpTyV (kBT05T+Ro>], (76)
de donde:
0?(6T) kgTong (ks 2 kT3 o
— — -1 T
ot? { ﬁ) (CU )1 v ((5 ) 'Cb v Ao (R )7 (77)

de modo que después de un rearreglo de términos y tomando en cuenta que V2 (Ry) = 0, se

puede escribir la ecuacion de ondas para las fluctuaciones de temperatura como sigue:

A Co 0?(6T)

2 p—
v (5T> k’BTLoT()(CU + k?B) 8752

= 0. (78)

Asi pues, las fluctuaciones de temperatura en un fluido relativista en el régimen de Euler
satisfacen una ecuacion de ondas. Ademaés, la rapidez de propagacion (C5) de una onda

material en un fluido relativista de FEuler viene dada por la siguiente expresion:

nolo(cy + kp)kp

C? = - (79)
O bien, sustituyendo g = "Oegﬂ.
¢z = mofole T ko)kp (80)

¢y (nogo + po)

A continuacién se recupera el limite no relativista: dado que en este sistema, gas ideal

monoatoémico, el calor especifico a volumen constante es ¢, = %kB y si

TL()TTL02 Po

h) = 2 §7 (81)
a presion atmosférica, el término po/c2 es despreciable, se obtiene entonces que:
hﬁl = Nom, (82)



al sustituir esta expresion en C? resulta:

5 kT
C? =~ : 83
S 3 m ( )
y, en términos de z:
5
C? — gZCQ, (84)
que es la rapidez no relativista del sonido.
Por otro lado, la expresion (80) puede reescribirse en términos de z como:
v+ k
o P Gl j?j . (85)
Co (42 + —,C;(l/;>

En la figura 2 se muestra que esta rapidez es menor a ¢, ademas, facilmente se puede
calcular que €Y = (¢, +kp)/(4c,) <c.

El hecho Il)lgnrzg}wmismo de que las ecuaciones (66, 73 y 78) sean del tipo hiperbdlico no
garantiza la causalidad; si en lugar de la funcién de distribucion de Jiittner se hubiese usado
la de Maxwell-Boltzmann, que se hubiera visto reflejado en la expresion para la energia (¢),

las velocidades de propagacion de las fluctuaciones hubiesen alcanzado rapideces mayores

que las de la luz, tal como lo indica la figura lc.

Resulta interesante hacer notar que algunos autores realizan un analisis similar para on,
despreciando las fluctuaciones en temperatura, y sélo tomando en cuenta las ecuaciones (58)
y (59), con el objetivo de establecer una ecuacion de ondas para las fluctuaciones en densi-
dad de particulas [45]. En ese caso, se encuentra facilmente que la rapidez de propagacion

correspondiente es:
< 2

————C
K1 (1/2)
(42 + zci(%))

En el mismo orden de ideas, se puede realizar un analisis simple despreciando las fluctua-

CF = (86)

ciones en densidad del namero de particulas y solo tomando en cuenta las ecuaciones (59)
y (60). En este caso, la expresion para la rapidez de propagacion para las fluctuaciones en

temperatura resulta ser:
Z 2

C
o K1 (1/2)
% <4Z + zci(l/a)

La figura 2 muestra la comparacion de las diferentes rapideces de propagacion de fluctua-

C2 =

(87)

ciones, al graficar las expresiones obtenidas como funcién de z. Es interesante hacer notar

que se cumple la relacion C? = C? + CZ [11].
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Figura 2. Comparacion de las rapideces de propagacion de fluctuaciones divididas entre ¢ para el caso
relativista (linea solida), el caso no relativista (guiones largos), fluctuaciones de densidad (9n) desprecian-
do las fluctuaciones de temperatura (guiones cortos) y fluctuaciones de temperatura (6T ) despreciando las

fluctuaciones de densidad (linea punteada,).

Se ha demostrado que el limite no relativista se recupera, dejando claro que, bajo el
régimen de Euler, la evolucion espacio-temporal de fluctuaciones en un fluido relativista no
presenta problemas de causalidad, puesto que las perturbaciones se transmiten a una rapidez
finita (Cy). Es de esperarse que el caso disipativo, con el sistema completo, tampoco muestre
problemas de causalidad. Para analizar este caso, se hace uso de las propiedades del espectro

de Rayleigh-Brillouin, que se describe a continuacion.

B. El espectro de Rayleigh-Brillouin

Un fluido simple, no relativista, se puede describir a partir de sus dos modos hidrodinami-
cos transversales y tres modos hidrodinamicos longitudinales [46-48]. Estos tltimos permiten
explicar el origen de la dispersion de la luz, cuando ésta interactiia con ondas que se mueven
en un fluido de este tipo, dando lugar a lo que se llama el espectro de Rayleigh-Brillouin.
Cabe recalcar que dicho espectro -no relativista- fue predicho por primera vez en 1934 [49] y

observado experimentalmente en 1966 [47]. Consiste en un pico central (el pico de Rayleigh)
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y dos picos secundarios (los picos de Brillouin) que se forman debido a un efecto Doppler
que tiene lugar en la luz dispersada de los modos actsticos. Este efecto es el aparente cambio
de frecuencia de una onda producida por el movimiento relativo de la fuente respecto a su
observador.

Si se denota por « el centro del pico de Rayleigh, entonces los dos maximos de Brillouin
se encuentran ubicados en & + csq, donde ¢, es la rapidez del sonido en ese medio; y, ¢, el
numero de onda. Esta dispersion se genera cuando la luz de frecuencia v es re-emitida con
una frecuencia v’ = v(1 £ %), donde u es la rapidez de propagacion de la fluctuacion.

Obsérvese que el maximo valor que puede tomar u es la rapidez de la luz, cuando esto
sucede v/ = v(1 £ 1), es decir, el méximo valor permitido para v/ es 2v (que ocurre cuando

= ¢). Por lo anterior, la relacion v/ % 2v permite verificar las propiedades de causalidad.
Dado que la frecuencia se puede calcular como el producto del nimero de onda por la rapidez
de propagacion, siendo la maxima rapidez de propagacion nuevamente la rapidez de la luz, se
puede expresar la relacion como v/ # 2cq. Esta situacion puede representarse como un cono
de luz en el dominio de la frecuencia, con regiones permitidas y prohibidas, las permitidas
son aquellas que derivan de una rapidez de propagaciéon menor a c; es decir, si v/ > 2cq
implica que la rapidez de propagacion de la fluctuacion es mayor a la rapidez de la luz. La

figura 3 es una representacion del cono de frecuencias en dos dimensiones.

V/(rad/s)

Region
prohibida de cq
frecuencias

Region
permitida de
frecuencias

q(m?)

Figura 3. Cono de frecuencias en dos dimensiones, delimitado por la rapidez de la luz, que presenta

las regiones de frecuencias prohibidas y permitidas. Si la rapidez de propagacion es menor a la rapidez de
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la luz, la frecuencia asociada estd permitida (su valor se encuentra dentro del cono); en caso contrario, se

encuentra fuera.

Con la finalidad de analizar las propiedades de causalidad, se estudiara la expresion calcu-
lada para el ancho del pico de Rayleigh, utilizada también para el analisis de estabilidad [50].
Para llegar a ella, se debe establecer la relacion de dispersion del espectro, cuyos coeficientes
y solucién brindan informacion del fluido. Para ello, se parte de las ecuaciones N}, = 0 (35)

y TH” =0 (36), que se linealizan [6, 50], obteniendo las siguientes ecuaciones:
e la ecuacion de continuidad, que es la misma que en el régimen de Euler:

la de balance de impetu,

1 . .
=z (nogo + po) U, + kToon , + nokdT, + 6 @, =0 (89)
e la de conservacion de la energia
nCy6T + nokTod6 + 6.1, =0, (90)

e y la ecuacion constitutiva para el flujo de calor elegida para realizar el analisis.

Resulta necesario obtener la divergencia de la ecuacion de balance de impetu [50] y de la
ecuacion constitutiva escogida, para asi poder formar un sistema de ecuaciones con las incog-
nitas (dn,d7T, 60 y 5J[”Q];V). Luego, se obtienen sucesivamente las transformadas de Fourier
y de Laplace. Posteriormente se escribe la ecuaciéon matricial del sistema transformado, que
seré de la forma M H = ND,, donde M es una matriz de 4x4 cuyos elementos son los coefi-
cientes de las incognitas, H es una de 4x1, formado con las incognitas, N es una matriz de
4x4 que que contiene los coeficientes de las transformadas de Fourier-Laplace de los valores
iniciales de las incognitas y Dy es también de 4x1 y contiene los valores iniciales de las
incognitas. Se calcula el determinante de la matriz M y se iguala a cero, a esta ecuacion
se le denomina relacion de dispersion. Esta relaciona el nimero o longitud de onda con su
frecuencia. Sus raices permiten calcular la funcién de correlacion densidad-densidad cuya
contribucion es la dominante en el espectro [46]. Esta relacion cambiard segin la ecuacion
constitutiva utilizada. Al usarse la ecuacion constitutiva de Eckart, la relacion de dispersion

resulta [50]:

35



dys* + 8° + dos*q® + s(dsq* + dog®) + dig* = 0, (91)

cuyos coeficientes dy, d3, do, di v dy estan dados por:

kpTi
dy = — lz~ 07 (92)
R
A
dy = 1t (93)
AMNoCy
A Kih 2T2n
o=+ mnto% (1 - 62%0 ) , (94)
krTok
dl - —;COZbB’ (95)
dy = M’ (96)
Cvﬁb

donde ¢, es el calor especifico a presiéon constante, kr es la compresibilidad isotérmica y
A = (+4/3, con ( y n las viscocidades volumétrica y cortante respectivamente. Si se
desprecian las viscosidades, entonces A = 0.

Una de las cuatro raices [50] no corresponde a un espectro finito puesto que la transfor-

mada inversa de Fourier correspondiente diverge.

Por otro lado, al utilizar el formalismo modificado [6], dado por la ecuacion (45), la
relacion de dispersion es de tercer grado (y no de cuarto, como en el caso donde se usa el

formalismo de Eckart) y es la siguiente (los calculos a detalle se presentan en el apéndice I):
s* +0y5°q" + 5(bsq" + 01q”) + bag" = 0, (97)

cuyos coeficientes estén definidos por:

A L T? L,
by = = + LT (1— gi"“)—”gﬁ, (98)
n Nocy 2n, n,
AL
b3 = T~T7 (99)
noCy
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Cpk’Bn()To

by = —— 1
1 th) ) ( OO)
Tok Ly,
by = ——" (LTT _ T) : (101)
Cofly Ktn

Nuevamente, al despreciar las viscosidades, se tiene que A = 0. En el caso estudiado con el
formalismo modificado, se puede demostrar que el ancho del pico de Rayleigh [6] esta dado

por:

b4 6]2 nOLnT
Ap=—¢*= Lyp — 102

que es menor a la distancia a la cual se formarian los picos de Brillouin. En cambio, en el

formalismo de Eckart, el ancho del pico de Rayleigh esta multiplicado por la cantidad

4

ac
A = 103
o~ (103)

que es el coeficiente d4 de la relacion de dispersion. Este término predice que el ancho del
pico seria muy grande, lo que no coincide con lo observado experimentalmente en el caso no
relativista: se ensancharia a tal grado que ocuparia el lugar de los dos picos de Brillouin; por
lo tanto, el formalismo de Eckart no predice la generacion del espectro de Rayleigh-Brillouin.
Aun mas, el coeficiente dy es la clave para demostrar que el formalismo de Eckart conduce a
una solucion no causal [11], [50] y [51], puesto que, como ¢q delimita el cono de frecuencia, se
debe cumplir la siguiente relaciéon para establecer que el fendémeno tiene un comportamiento

causal:
e’
kenTo

dy = # cq, (104)

el coeficiente d4, que forma parte de la expresion para el ancho del pico, es muy grande
debido al factor ¢* que esta multiplicando, lo que implica que el fenémeno es no causal pues
se encuentra en la regiéon prohibida del cono.

Siguiendo el mismo razonamiento incluido en el trabajo de Hiscock y Lindblom [5] se
muestran a continuacion algunos calculos para el agua a temperatura ambiente (293K) y a

una presion de 1 bar:

4
|
A€ g3t (105)
KinTo seg

37



y calculando cq con ¢ ~ 10"m !

1
cq ~ 10" —. (106)
seqg

Al comparar estos dos valores, se observa que 103* > 10' y por lo tanto la soluciéon se
encuentra en la regioén prohibida del cono de frecuencias, es decir, se viola el principio de
causalidad. Esto abona evidencias para afirmar nuevamente que las ecuaciones constitutivas
del tipo Eckart, que acoplan el flujo de calor con la aceleracion, son las responsables del
comportamiento no fisico de los sistemas de primer orden en los gradientes. Este resultado

fue publicado en la Ref. [11].

La contraparte de este trabajo con teorias extendidas posee interés matemético. Una de
las razones por las cuales se utiliza la termodinamica extendida es porque las inestabilidades
y las violaciones al principio de antecedencia a las que se ha hecho referencia no estan
presentes. Este tema se abord6 recientemente por Andersson y Lopez-Monsalvo mediante
la postulacién de un principio variacional que inevitablemente conduce al acoplamiento del
flujo de calor con la aceleracion, que aparece en la ecuacion para el flujo de calor de Eckart
[29]. En el caso no relativista se ha demostrado que el anélisis apropiado de fluidos no
viscosos e ideales no requieren de la termodinamica extendida [52]. En tales sistemas, no es
necesario el uso de un parametro de relajacion asociado con los flujos. En el caso relativista,
se demuestra a continuaciéon que el proceso de estabilizacion de las teorias extendidas se
debe a la diferencia entre los tiempos caracteristicos para la relajacion del flujo de calor y
de la propia inestabilidad [30].

El calculo que se presenta se realiza siguiendo la sugerencia propuesta en la referencia
[5] ¥ su objetivo es aclarar, principalmente, el mecanismo de estabilizacion utilizado en
la ecuacion de Maxwell-Cattaneo para el flujo de calor. La dinamica de las fluctuaciones
se presenta dominada por dos términos que compiten entre si: la ecuacién constitutiva de
Eckart y el término de relajacion de Cattaneo.

Resulta importante recalcar que las inestabilidades genéricas no surgen a partir de tér-
minos viscosos [40]. La relacion constitutiva de Maxwell-Cattaneo para el flujo de calor es
la siguiente:

. y Y T .

con un tiempo de relajacion tal que 7 = \/Cj, donde A es la trayectoria libre media, del
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orden de 10™°m y Cy es la rapidez de la fluctuacién en el medio. Nétese que la ecuacion
(107) se reduce a la ecuacion constitutiva de Eckart [3] si 7 = 0.

Al linealizar la ecuacion (107) y escribirla en términos de fluctuaciones resulta que:

v v v TO !

Asi pues, al calcular la divergencia de esta ecuacion, el sistema se reduce a un conjunto de
cuatro ecuaciones escalares con én, 66, 07T y 6J[’22};V como incognitas. El analisis cualitativo
de tal sistema se realiza en el espacio de Fourier-Laplace con la finalidad de abordar el
comportamiento de tales fluctuaciones.

La matriz de dispersion correspondiente es:

s no 0 0
—kpToq® nogms + ¢?A —nokpg® 5
A BLog™ Mo q o~vBq 2 ’ (109)
0 nokgTy CyNoS 1
0 sToksn —Rng? TS+ 1

C

donde s y ¢ son los parametros de Laplace y Fourier respectivamente. La relacion de disper-

sion para este sistema (det A = 0) puede escribrise como:

d484 + d383 + d282 + dlS + d() = 0, (110)

donde los coeficientes dy, di, do, d3 y d4 vienen expresados como sigue:

dy = FTokn 4 (111)

CoyMNyg

A
1) ], (112)

Cy Ny CyNg

dy = ¢ {—A 4 (1 - szT(’) 4 kelo (1 + k—B> T] : (113)

mng  Cyng mc? m Cy
A
ds =1+ —1¢, (114)
mno
Token
dy=7— . 115
1T cAmng (115)
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Al despreciar las viscosidades, A = 0. Para continuar con el calculo de soluciones lo sufi-
cientemente precisas de la relacion de dispersion de cuarto orden, se siguen los argumentos
y procedimientos descritos en la referencia [50]. Dado que dj es una cantidad pequena, tres
de las raices de la ecuacion (110) se calculan despreciando el término de cuarto grado y

resolviendo la siguiente expresion:
d383 + d282 + d15 + d() = 0. (116)

Al usar el método de Mountain, utilizado por primera vez en el estudio del espectro de

Rayleigh-Brillouin [53|, en el régimen no relativista, se obtiene una raiz real dada por:

D
5= —— ¢ (117)
Y

y las dos soluciones conjugadas:

D D 5 5kgT
e R R Gt It (18)

Cabe mencionar que el método de Mountain consiste en proponer como solucién de la

relacion de dispersion, una expresion en forma de suma de potencias en ¢. En la ecuaciéon

(118) se uso el hecho de que para un gas ideal monoatémico, con z < 1, se tiene que ¢, = %k‘B
vy = g Ademés, se usaron las definiciones Dy = mino y Dr = n’ztgv para las difusividades

viscosa y térmica, Estas raices dan lugar al comportamiento usual de las fluctuaciones de
densidad, esto es, un modo de decaimiento con un tiempo caracteristico dado por s;, y dos
modos oscilantes con frecuencias dadas por las partes imaginarias de s, v s3. Notese que las
Unicas correcciones relativistas a este comportamiento corresponden al coeficiente de Stokes-
Kirchoff, el término entre paréntesis en la ecuacion (118). Claramente, dado que el tiempo
caracteristico 7 es del orden del tiempo medio entre colisiones ~ 107 %s y las difusividades
térmicas tipicas estan en el rango (1077, 107°) ng [37], el primer término dentro del paréntesis
resulta dominante. Esta correccién conlleva s6lo un ligero aumento en la parte real de las
raices conjugadas (las que determinan el ancho de los picos de Brillouin), que se anulan
cuando z — 0 , en el limite no relativista. Es importante recalcar que el término de la
difusion térmica relativista, zDp, se opone a este efecto.

Para dar una solucién aproximada de la cuarta raiz, se usa la informaciéon de las soluciones
previas, asumiendo que las tres soluciones de la ecuaciéon ciibica son raices aproximadas de

la ecuaciéon completa de cuarto orden. Esta suposicion es factible porque el coeficiente dy
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tiene un valor pequeno. También se usa el hecho de que la suma de todas las raices, en un
polinomio de orden n, es igual al cociente de los coeficientes de los términos de orden n — 1

y n, esto es (dy/d3), de manera que:

3D -1 2 9T 2 A T2 2
s4:—<7—— TZ) {1+ a (DvTonth+— in _ - 0 %in (119)

2 c? mnoct 3kgng 3c2mng
2ctmegr 4 5kT?kyT 5
—thh + gCZTQI{th’T + §OTHL + §C4I€BTLOT0T2>:| .

Dado que los términos viscosos no aportan aspectos relevantes en cuanto al analisis de la
causalidad, se pueden despreciar las viscosidades ( y n, por consiguiente se simplifican los
coeficientes dy, dy y d3 y en las ecuaciones (118) y (119), se tendra que Dy = 0. Nétese que
si se hace 7 = 0, la cuarta raiz resulta positiva y por lo tanto corresponde a un modo en
crecimiento. En la referencia [50], la existencia de esta solucion positiva de gran magnitud
se us6 para cuestionar la validez de la ecuaciéon constitutiva de Eckart, en particular el
acoplamiento del flujo de calor con la aceleracion de la particula. Por otro lado, para 7 # 0,

se puede realizar la aproximacion:

T
> K Or) . (120)

S4N—l+q2 (DT—I——

T 3

Ahora bien, la ecuacion (120) esclarece atin més este punto puesto que, usando el hecho de
que T > %, se puede concluir no solo que el sistema de ecuaciones hidrodindmicas con
la ecuacion de Cattaneo es estable sino también darse cuenta de que esta estabilizacion se
produce porque el término de relajacion domina sobre el crecimiento exponencial provocado
por el acoplamiento de Eckart. En otras palabras, el término de la derivada temporal incluido
en la ecuacion constitutiva de Maxwell-Cattaneo tiene como consecuencia la modificacion de
la escala temporal para la evolucion de las fluctuaciones y, atin més importante, el cambio del
comportamiento fisico debido a los signos diferentes en los términos de la ecuacion (120). La

raiz correspondiente encontrada en la referencia [50] para el formalismo de Eckart se escribe

de la siguiente manera:
cAmng

(121)

Sq4 ™~ )
Ken 1o

que conduce a un crecimiento exponencial en el factor de estructura. Por otro lado, el

resultado del célculo presentado

1
~ 122
S4 - (122)

corresponde a un espectro finito que eventualmente podria ser observado y medido, aunque

los tiempos caracteristicos son necesariamente colisionales [27].
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V. LEY DE TOLMAN PARA SISTEMAS FUERA DE EQUILIBRIO

Richard C. Tolman, en 1930, demostré que un fluido en equilibrio termodinamico bajo
el efecto de un campo gravitacional estatico, genera un flujo de calor capaz de compensar
un gradiente de temperatura [54]. Tolman realizé esta demostracion en el caso de un siste-
ma en equilibrio, es decir, demostré que existe equilibrio termodinamico cuando un campo
gravitacional compensa un gradiente de temperatura. En esta seccion se extendera la ley
de Tolman para sistemas fuera de equilibrio a partir de los argumentos de la teoria cinética
relativista aplicada a un fluido simple, relativista, no degenerado, en presencia de un campo
gravitacional y en equilibrio local.

En secciones anteriores vimos que la ecuacion de Boltzmann, para un gas diluido, relativis-
ta, en presencia de fuerzas externas, usando la aproximacion BGK para el kernel colisional,
puede escribirse como

of f=ro

« w0 _
Vi f o+ 0 S — (123)

Cabe aclarar que v* es la derivada de la velocidad de las moléculas con respecto al tiempo
propio, medido desde la molécula (sistema del laboratorio). En presencia de un campo gravi-
tacional, las moléculas siguen trayectorias geodésicas, por lo tanto, la aceleraciéon molecular
puede escribirse en términos de la curvatura inducida por el campo. Esto se expresa de la

siguiente manera:

e TR (124)

El calculo se desarrolla de manera analoga al trabajo realizado acerca del efecto Bene-
dicks presentado en la referencia [55]|, donde se analiza el efecto relativista de un campo
electrostatico, sobre el flujo de calor. En lugar de la expresion (124), se hace uso de la apro-
ximacion de gravedad linealizada (ver apéndice J); la aceleracion de las moléculas, v*, se
escribe entonces en términos de un tensor de campo gravitacional F** (analogo al tensor

electrostético), de modo que la ecuacion (123) queda como sigue:

o o Of  f=JO©
vf,a_F'uvaa,UM__ - )

(125)

El tensor del campo gravitacional tiene la siguiente forma:
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0 0 0 9k
0 0 0 ok
Fre = (126)
0 0 0 %k

_fgl/c fgz/c fgs/c 0 ]

Se usa el método de Chapman y Enskog para establecer la siguiente soluciéon propuesta
de la ecuacion de Boltzmann en el régimen de Navier-Stokes: f = f© 4+ ¢f®) donde fM) es
una correcciéon en primer orden en los gradientes a la funciéon de distribucién de equilibrio
local f(©. Al sustituir la solucién formal en la ecuacién de Boltzmann (125) y despreciando
los términos en los gradientes de segundo orden y mayores resulta:

of©
vk } '

PO {va O _ proy, (127)

Por otro lado, usando la hipotesis de equilibrio local, se escriben las derivadas de f©
como:
o _ af© af© af©

9
Tl = o7 Tt o ™ i

y sustituyendo las expresiones para las derivadas de f(©) (ver apéndice E), se tiene que:

U, (128)

fO = O {% — {1 - @ + % (2%; + Q(l/z))} % n %u;;} : (129)

donde G(1/z) = Ezgﬁg ¥ Yy es el factor de Lorentz para la velocidad cadtica [12] de las

moléculas (k'). Por otro lado, la velocidad v® puede escribirse como v* = v*h% +yU* [12].

Sabiendo ésto resulta que:

a p(0)_ £(0), pan ) o Jowm 1 K (/) 1 Ta | Y,
v f,oz f UM { n |: > +2Z ,CQ(l/Z) +g( /Z) T +Zc2u;a +7

() b (B3 (5). )

donde el subindice ¢m implica una derivada calculada en el sistema comévil y el término

o (az,{_#

Yk sz (% )cm es la contribucion del campo gravitacional. A continuacién, se usan las ecua-

ciones de Euler para expresar los gradientes temporales en términos de gradientes espaciales.
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El dltimo término de la ecuacion (127), se puede escribir como

U
- _F‘uavaz_cl;f(())' (131)

Con la finalidad de establecer el equivalente a la ley de Tolman fuera del equilibrio,
resulta necesario obtener la expresion para el flujo de calor, para lo cual necesitamos la
forma explicita de f(). Para ello, se sustituyen las ecuaciones (130, 131, 248 - 250) en la
ecuacion (127). A continuaciéon solo se indica la contribucion del gradiente del potencial

gravitacional, por ser el objetivo de este calculo:
1 nm . o
f[(gl]) = —Tgf(o) (—’y(k)vﬂ7F # +U#F M) . (132)

Es conveniente hacer notar que el primer término dentro de los paréntesis toma en cuenta
efectos macroscopicos y tiene como factor una (), el segundo término toma en cuenta la
dimension microscopica y carece del factor gamma. Es por ello que en el limite no relativista,
la contribucion del gradiente del potencial gravitacional a la correcciéon a primer orden en los
gradientes de la funcion de distribucién se hace cero (yx) ~ 1, p ~ nm). Ademas, usando la
aproximacion de gravedad linealizada (ver apéndice J), se puede escribir el tensor de campo
en términos del gradiente del potencial gravitacional (g'), y de la velocidad caética, de forma
que, para las componentes espaciales, la ecuacién de movimiento para una particula en el

campo gravitacional puede escribirse como:
v, P = v F = —Y(k) 9" (133)

En el sistema comovil, la sustitucion de esta expresion en (132) da lugar a:

W _ 0, Fag®(m 134
f T/ (g(l/z) : (134)

A continuacion se procedera al célculo del flujo de calor, partiendo de la definicion aplicable

a un fluido relativista, en el régimen de Navier Stokes en el sistema comovil [6]:

Jig = mc® / E fOG K, (135)
donde d*K es el elemento invariante en el espacio de velocidades [56]. Al sustituir en f™) la

expresion para la contribucion del gradiente del potencial gravitacional ( f[(gl])) resulta que la

contribucion de este potencial al flujo de calor es:
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Tm V4 7(’“ *

La expresion k‘k,g® corresponde al arreglo vectorial:

kl(klgl + k2g2 + k393) <k1)291 + k1k292 + k1k393
kekag“ = kQ(klgl 4 szQ + k3g3) — k2/€1g1 + (k2)2 g2 + k2k3g3 ) (137)
/{33(]{7191 + ]{7292 + k3g3) k‘glﬁgl + /{33]{7292 + (1{73)2 93

Al considerarse la expresion (136), y emplear argumentos de paridad, es posible extraer g“

de la integral. De forma que:

Ll 291
a * v "
[imas® (gt =1 )= [ 50 (gy =) [ worar Jawe s
(k) g°
Si se toma en cuenta que k2 = (k')* + (k2)° + (k*)%, se obtiene que la contribucién

gravitacional al flujo de calor es la siguiente:

Ty =—"5"9 /f ( G - )d*K. (139)

Para realizar el célculo expresado en la ecuacion (139), se escribe [35, 56| d*K = 47rfy(4k)k2dk
k)

n

y se sustituye f© por f 1(?% =

47rc3lC2(%)e :
™m n (! V(k)
Jb | = —‘ /ez k7 (——1)dk, 140
Qo] I 3K, @) Jo (k) G(1/:) (140)
luego se realiza el cambio de variable k = (¢, con lo que se tiene:
Jo o T /1 e BT ( 0 ) dB (141)
(Qq] B /Cz (1) G(1/:) ’

1/2
finalmente se utiliza un nuevo cambio de variable 5 = (1 — 72#) , de forma que la integral

(k)
a resolver es la siguiente:

2

. m Z 2n /Ooevz(k) v — 1 B/Q’Yk ( V(&) _1) dy. (142)
Qd] Tk, (0 B = 1) 00 G (/=)
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La ecuacion constitutiva para el término gravitacional en el flujo de calor puede entonces

escribirse como (ver apéndice K):

Jio, = —Lgrg", (143)
donde
nkBT 1
L, = T |5z + — G| . 144
gT > g(l/z) (/ ) ( )

El coeficiente L, tiende a cero a medida que z se acerca a cero (limite no relativista) y se
acerca a un valor asintotico cuando z > 1 (sistemas ultrarelativistas). Este comportamiento
puede observarse en la figura 4.
1@
10
0.8;

0.6+

04+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 4. Grifica de f(z) = n,fBT%T como funcion de z que muestra el comportamiento del coeficiente

que acopla el flujo de calor con el campo gravitacional. El coeficiente tiende a cero para valores pequenos
de z (régimen no relativista) y se acerca a un valor asintdtico constante para valores de z > 1 (regimenes

ultrarelativistas).

Si aniadimos la contribucién de un campo gravitacional a la ecuacion (45), con las apro-
ximaciones descritas en este capitulo, el flujo de calor se expresara de la siguiente manera:
HLI/ n?/“L

T
J[ZZ?] = _h,LVL (LTTT + LnT? + Lng#> . (145)

La ecuacion (145) nos indica que un flujo de calor, en un fluido simple relativista, puede
generarse por un gradiente de temperatura, igual que en el caso no relativista, pero también
por un gradiente de densidad [6] y por un gradiente de un potencial gravitacional. La pre-

sencia de un campo gravitacional genera un flujo de calor cuando las temperaturas son lo
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suficientemente altas como para generar efectos relativistas. En el siguiente capitulo se veré
que el campo gravitacional también presenta una contribuciéon en la produccion de entropia.
En el régimen relativista, el flujo de calor también puede generarse por la presencia de un
campo eléctrico [55]. En la ecuacion (145) se puede observar la manera en que el flujo de
calor esta relacionado tinicamente con fuerzas termodinamicas.

Con la finalidad de relacionar la ecuaciéon (145) con la ley de Tolman, se supone un estado
de equilibrio termodinamico, y por tanto se toma el flujo de calor igual a cero. En ese caso, se
tiene que los gradientes de densidad, temperatura y del potencial gravitacional se compensan
entre si, de modo que su suma algebraica resulte nula:

T nt
Lngl = _LTT? - LnTF (146)

Las expresiones completas de los coeficientes Ly y L, son respectivamente las expresiones
(46) y (47).

Es importante hacer notar que la contribucién al flujo total de calor es de orden cero en
z para el gradiente de temperatura, pero de primer orden para el gradiente de densidad y de
potencial gravitacional, lo que hace que la contribucion del gradiente de temperatura sea la
més importante cuando z es pequena. Si se limita el estudio a un fluido homogéneo, que es
el estudiado por Richard C. Tolman [54], el gradiente de densidad se hara cero, por lo que

la siguiente expresion se satisface:

¢ T
Lng = _LTT? (147)

Al desarrollar en serie de Taylor los coeficientes Lyp y Ly y tomando los términos hasta el

primer orden en z tenemos, para Lpp [6]:

5nk%T?
Ly =3 51 T, (148)
y para Lpg:
5nk%T?
Ly =5— 5T (149)

Al sustituir las expresiones (148) y (149) en (147) resulta:

T 1
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que es la forma publicada por Tolman de su ley, que expresa la forma en que un potencial
gravitacional puede compensar un gradiente de temperatura para mantener el equilibrio
termodindmico. Cabe senalar aqui que resulta comun la confusiéon entre la ley de Tolman
y la ecuacion constitutiva de Eckart para el flujo de calor. En una situaciéon de equilibrio
termodinamico, el flujo de calor J[ZQ] = —h" Ry, (TV + C%Ll“) se hace cero, por lo que % =
—C%Z]“. La confusiéon aparece entre los términos g° y Ur = a*; el primero tiene que ver con
el campo gravitatorio y el segundo es la aceleracion hidrodinamica del fluido.

Tolman lleg6 a la expresion (150), usando argumentos puramente fenomenolédgicos y ter-

mostaticos [54], las ideas y calculos de este capitulo pueden consultarse también en la refe-

rencia [12].
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VI. PRODUCCION DE ENTROPIA: CALCULO FUNDAMENTADO EN LA TEO-
RIA CINETICA RELATIVISTA

A. Calculo de la producciéon de entropia segin el enfoque fenomenolégico, caso no

relativista

En esta seccion se deduce una expresion fenomenoldgica para el calor no compensado de
Clausius (produccion de entropia). El calculo derivado de la teoria cinética se describiré en
la siguiente secciéon. El enfoque fenomenolégico parte de que la densidad de entropia por
particula (s) se puede expresar, en el caso de un fluido simple, en funcién de dos variables
de estado, pudiéndose escribir:

s =s(n, eint), (151)

con e;,; la densidad de energia interna y n la densidad de particulas.

La derivada total de la densidad de entropia viene dada por:
ds Js dn 0s deint
— = = — : 152
() (6 () () (152

Ahora bien, de la termostética se sabe que [16, 18]:

ds 15} 0s 1
il - = = — 153
<8n)em kr 4 (5€mt>n T’ (153)
donde g = % (g%)p es el coeficiente de expansion volumétrica, V' es el volumen y kpr =
% (%—Z) es la compresibilidad isotérmica. Las derivadas temporales estan dadas por la
T
ecuacion de continuidad (52):
9(n)
— =0
BN +n ,

y la de conservacion de la energia que por conveniencia se escribe como [18]:

aeint
ot

en este estudio los términos disipativos se desprecian. Al realizar las sustituciones de las

+V. j[Q] = términos disipativos, (154)

ecuaciones (52) y (154) resulta:
ds _ (S 1 - —
i (k—T> (—nb) + <?> (—V ~Jig —pV - Z/[) . (155)
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%
Como 6 =V - U y usando la ecuacion de estado p = nkgT se tiene que:

(o () o) e

Usando la siguiente expresion:

T T 72

la ecuacion (155) se puede escribir como:

ds __Jig-VT )
- N vARN .28 158
dt T? v T (158)
Se define el flujo de entropia como f[s} = %, por lo que la ecuacion (158) se expresa de la
siguiente manera:
ds _ Jg - VT
— . = ——— 1
i +V <J[s]> T2 ( 59)

Esta ecuacion tiene la forma de una ecuaciéon de balance con un término fuente, si se
identifica el miembro derecho con la producciéon de entropia, denotada por o, se puede

escribir que:

1

U:—ﬁ

Jigy - VT. (160)

Ademas, al asumirse la validez de la ley de Fourier, tenemos que:

—

J[Q] = —chVT, (161)

por lo que la produccién de entropia se expresa como:

VT)?
o= /ith%, (162)
y se puede afirmar que
o >0, (163)

esta ecuacion resulta 1til para interpretar fisicamente lo que significa que la produccion

de entropia sea semidefinida positiva: se trata del producto de un coeficiente de transporte
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(conductividad térmica) y un término al cuadrado (positivo siempre); si el producto debe ser
positivo, entonces la conductividad térmica debe serlo también (o cero), hecho que concuerda

con el experimento (ver [1]).

B. Calculo de la produccién de entropia en el caso no relativista, segiin el enfoque

de la teoria cinética

En esta seccion se procedera al célculo de la produccion de entropia en el mismo caso
que en la seccion anterior, esto es, para un fluido simple, diluido y en ausencia de fuerzas
externas, pero segin el enfoque de la teorfa cinética. Se parte de la ecuacion de Boltzmann

en ausencia de fuerzas externas:

of . of

E‘H} P J(1), (164)

se multiplica cada miembro de la ecuaciéon por —kgIn f:

—kB(@af>1nf k:B( gf>lnf_—kBJ(ff)lnf (165)

se integra sobre el espacio de velocidades:

B )
—kB/ <a_{) lnfdﬁ—k:B/ (v a{)lnfdv— —k;B/J(ff/) Infdi.  (166)

A continuacion, se utiliza la definicién de la teoria cinética para la produccién de entropia
[1, 18]:

o= —kg / J(ff)In fdo, (167)
Se usa el método de Chapman-Enskog por lo que se puede escribir que f = f©(1 + ),
donde ¢ = f<0) (cabe mencionar que esto es equivalente a tomar f = f(O 4 cf1)) y la

produccién de entropia adquiere la forma:

7= ks [ IG7) O+ ) (168)
a continuacion se separa el logaritmo,
7= ka [ I + (1 + )5 (169)
v se separa la integral:
o= —kg / J(ff) In(fO)do — k/J(ff’) In(1 + )]dv. (170)
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Se hace uso de la jerarquizacién que nos permite realizar la teoria cinética, y se escribe la

producciéon de entropia como la suma de los siguientes términos:
o=0 40 (171)

dado que en equilibrio no hay produccién de entropia (¢(® = 0), entonces:

oM = —kB/J(ff’) [In(1 + )] dv (172)
y como In(1 + ) ~ x — % + %—3 — ..., para x < 1 entonces,
oW ~ —kp / J(ff)edv. (173)

Si se utiliza la aproximacion BGK (48) se tendra que

k
oM~ 2B [ 210 g5 > 0, (174)
T

lo que concuerda con lo que estipula la segunda ley de la termodinédmica: la produccion de
entropia es semidefinida positiva. Para demostrar que el resultado anterior no depende de
la aproximacion usada, a continuacion se desarrolla la demostracion pertinente. Sin utilizar

la aproximacion BGK se tendra que:

o) = ks [ J(f 1), (175)
e identificando M) con la parte derecha de la ecuacion de Boltzmann, resulta:
of© af©
m_ _ . 7

La derivada temporal de la funciéon de distribucion de Maxwell-Boltzmann (ver apéndice E)
puede escribirse como:

of© B 5f(0)3_n N 8f(0)8_T N ofO g
ot~ onm Ot 0T Ot oW Ot

(177)

Sin pérdida de generalidad se puede continuar el calculo en el sistema comévil, en el cual
se hace @ = 0, entonces se tiene que v = ¢ por la ecuacién de continuidad, dado que

—V(n - @) = 0, entonces %—? = 0; igualmente, dado que —pV - @ = 0, entonces, sustituyendo
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la ecuacion del gas ideal resulta que %—{ = 0. Realizando estas sustituciones, se encuentra
que la produccion de entropia es,
k of© afoON  —
0=y [ (—2EVT. . 178
7 b / ( nm ou or ) °% (178)
Al sustituir las derivadas de la distribucion de Maxwell-Boltzmann (ver apéndice E):
VT (3 me
D=k © 4 —= O pdc 179
B/ <f T(2+2kBT)f]¢< (179)

Se reordenan los términos para identificar el flujo de calor j[Q] = %chq_’ FOpds, con lo que

resulta: B
ol = —% i — VTZ o) (180)
donde
7 = / ngT€f(0)cpd€, (181)

corresponde al flujo de entalpia, siendo ésta h = gk:BT para un gas ideal.
En el régimen no relativista, el flujo de calor se presenta cuando existe un gradiente

de temperaturas no nulo y la correspondiente produccién de entropia viene expresada por

o)
T Jiap

es un gas sunple7 lo que se demuestra enseguida. La integral cuyo valor se demostrara que

oc=cl =YL J[Q el término adicional — es nulo en el caso que nos ocupa, que

es cero se reduce a:

Jia) = / hsf©pds' = h / T fOpds: (182)

La demostracion hace uso de la ecuacion de Boltzmann, escrita usando la aproximacion

BGK para el término colisional:

of .91 A

A (183)
con f = fO 4 1) resulta
afO 9f0 o 18
o T ew T T (184)
de donde, " o
of® of©
o _ 7 -
1= (G 7 T ) (1%5)
que, al sustituir la expresion para las derivadas,
Of®on  ofOar af ) o of® o 9fO© or
L _ - U - 1
/ T(@n ot " or ot T ow ot “(an 67+8T87)> (186)
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Por la ecuacion de continuidad se sabe que %—? = 0y por la de balance de energia que %—{ =0,

por lo que queda por calcular la siguiente integral:

R B 5 me VT
2O pde = _Z ——.2lde 1
/g pds /_oo /_oo /_oo ( 2 2kgT T g) o (187)

Al resolver esta integral resulta exactamente igual a cero. Por lo que la expresion para la

entropia en el régimen no relativista es exactamente igual a:
o= _Y . Jiq- (188)

Se puede expresar todavia la produccién de entropia escribiendo el flujo de calor, a través
de la ley de Fourier, en términos del gradiente de temperatura, quedando la expresién como
sigue:
L N\2
(¥7)
T2

esta expresion es la misma que la ecuacion (162) segin el enfoque fenomenolégico. La ventaja

JEY

(189)

= Kin

de la teoria cinética es que se obtiene la expresion de primeros principios.

C. Calculo de la producciéon de entropia en presencia de fuerzas externas en rela-

tividad especial, segiin el enfoque de la teoria cinética

En esta seccion se realizaré el calculo de la produccion de entropia para un fluido simple,
relativista, no degenerado, en presencia de fuerzas externas, haciendo uso de las técnicas de
la teoria cinética. Al estudiar el caso relativista, resulta evidente usar la funcion de Jiittner
en lugar de la de Maxwell-Boltzmann.

Se seguiran fundamentalmente los mismos pasos que en la secciéon anterior, por lo tanto,
se parte de la ecuacion de Boltzmann:

of _

VLot S = a0, (190)

se multiplica cada miembro de la ecuacién por —kglIn f y se integra sobre el espacio de

velocidades:

0
—kp /vo‘fﬂ(ln f)dv — kg /@“a—qf;(ln f)dv =—kp / J(ff)(n f)d, (191)
donde d*v es el elemento invariante en el espacio de velocidades.
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En este paso, nuevamente se identifica el lado derecho de la ecuacion (191) con la produc-
cién de entropia. Sin embargo, dado que el tratamiento del término v# es muy importante,
se realizard un paréntesis en el célculo para analizarlo. La aceleracion de las moléculas se

puede modelar con las siguientes tres opciones:

e A través de un campo gravitacional débil, con una aproximacion tipo Poisson, la

ecuacion de campo correspondiente es

V2® = 4mpG, (192)

donde @ es el potencial gravitacional, p la densidad de masa del cuerpo y G la constante

de gravitacion universal; de forma que:

=~ (193)

e Puede hacerse con un campo gravitacional menos débil, del tipo de las ecuaciones de

Maxwell, cuya ecuacion de campo es:

., AndG
R =T (194)
de modo que
ot = v FY, (195)

que presenta una gran analogia con el caso electrostatico, y conduce al efecto Benedicks [55].

" es el analogo del tensor de Faraday para el caso gravitacional, y J* es un flujo mésico.
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e Otra opcion, para campos intensos, corresponde al uso de las ecuaciones de Einstein;

la ecuacion de campo se expresa entonces de la siguiente forma:

G = KT™, (196)

donde G es el tensor de Einstein y T el tensor impulso-energia; en este caso

ot = —TH v, (197)
donde la gamma (T") representa un simbolo de Christoffel (ver apéndice C). Ahora bien, con
el objetivo de proceder formalmente como en el caso del andlisis del efecto Benedicks [55],
se decidi6 trabajar con una ecuacién de campo del tipo de las ecuaciones de Maxwell, de
modo que se estéa trabajando en el llamado régimen de la gravedad linealizada (ver apéndice
J). Es importante observar que en esta aproximacion el tensor de campo corresponde a:

1
Ft# = —_1" (198)

a 9 ad
y asi, en este régimen, la aceleracion de la particula que sera sustituida en la ecuacion de

Boltzmann viene dada por la expresion:

1
vt =0 cFl = —§v°‘Fg4, (199)
donde la métrica newtoniana es:
(100 0o |
010 0
g = ) (200)
001 0
000 (-1+3)

De esta forma, en relatividad general se podria decir que el tensor de campo utilizado
corresponde a un efecto de la curvatura. En la aproximacion de gravedad linealizada (ver

apéndice J), se tiene entonces la siguiente relacion:

1 1 1
vt = —Evarf;l =5 (v'TY, + 0°T5, + 0°T%, +0'TY,) = -5 (Ty) = —@*. (201)
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Para continuar con el calculo de la producciéon de entropia se retoma el procedimiento
de la seccién anterior y se realizan los célculos con la parte izquierda de la ecuacion de

Boltzmann. Se hace uso de la distribucion de Jiittner:

Z/{Bvﬂ

(O) ne 2c2

fRE 47TC?’ZIC2(1/z) ) (202)

y se sustituye la derivada total respecto al tiempo propio de fgg De acuerdo al método de
Chapman-Enskog [37] se propone la soluciéon de la forma frp = fgg(l + @) con p = Ef(—%l)’l“,
que es la correccion a primer orden en los gradientes. De nuevo se usa la jerarquizac;;’)En,
segtn el parametro de Knudsen, para escribir la produccién de entropia como la suma de
dos términos:

c=00 450, (203)

0)

El término ¢(® es cero debido a que no hay produccion de entropia en equilibrio. Luego se

sustituye la aproximacion para el logaritmo, usada en la secciéon anterior:

o~ —kB/goJ(ff')d*v. (204)
El término colisional esta dado por la expresion:
af©
J(ff) = v fO 4 ir—— 205
(1) =09 + S, (205)

por lo que la produccién de entropia viene dada por:

of©
_ a £(0) o T *
o= kB/SO (v o +velyy Sun ) dv. (206)

s . . 0 . sos .
El proximo paso consiste en calcular el escalar v® ffa) en el sistema comovil, recuérdese

que en este caso la velocidad de las moléculas es la caotica y esta dada por K@ = vy, [E, c] ,

—\ /2
con Y = (\/ — %) . Resulta conveniente descomponer la velocidad molecular de la

siguiente manera [12]:

v* = v°hG + YU, (207)
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donde A" = " + L% es el proyector espacial (ver apéndice C), de modo que

Uaf’(o?) = v(k)kzdif,(ﬁ()) |Cm +7(k)cf7(40) |cm7 (208)

donde se us6 el hecho de que en el sistema comévil (denotado por cm) se tiene que h/ = §%
y h* = 0. Esta descomposicion es 1til porque mas adelante se separaran las componentes
espaciales y temporales.

En seguida se escribiran los términos fféo) y f7(40):

9 f0) o) o)
1o or fw)+

Uaf,(o?) = ,y(k)k‘zéf( on e oT T€+ ou N4

af© af© af© N
V(k)c( on n4 |cm +6—TTA |cm +W 4 |Cm) , (209)

af©

El término %5

UG no se toma en cuenta en el resto del célculo porque corresponde al
acoplamiento de los gradientes de la velocidad hidrodindmica con el tensor de esfuerzos,
y el interés de este calculo lo constituye la parte vectorial sin acoplamientos tensoriales.
A continuacién se sustituyen los valores de cada una de las derivadas de la funciéon de

distribucion de Jiittner en equilibrio f( (ver apéndice E) escritas a continuacion:

af@  fO

= 210
on n’ (210)

af o v 1 (K Ks
=—|l1—-=——|—=—+ = 211
oT T z 2z <IC2 + ]CQ) ’ (211)

que, por simplicidad se escribira como:
af© R

= V1), (212)

con 7(z,T) = = [1 —1-2 <% + E—;)} Para la derivada respecto de la velocidad de las

particulas se tiene:

af® U
-0 (213)

y por ultimo, la derivada de la funcién de Jiittner respecto de la velocidad hidrodinamica:
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af©
our

_ f(0>“_u

zc?’

(214)

El préximo paso consiste en utilizar las ecuaciones relativistas de Euler (ver apéndice F)
para escribir las derivadas temporales en términos de los gradientes. Este paso es indispensa-
ble para asegurar la existencia de la soluciéon al primer orden [57]. Por lo tanto, la expresion

completa para la produccion de entropia queda como sigue,

oo _k3/¢f<o>{[(1_ ;((?)) _+% <1_ ’nzk) B g@) - Q(zi))”d*}(’

z

1 Z/{
—k‘B/SOf { K'h g((k)) Fiyﬁ‘ O‘Fg4z—}d*K, (215)

z

donde se expresoé el elemento d*v como d*K ya que el elemento de volumen es invariante. Se
sigue tomando la convencién de que o toma valores de 1, 2, 3, 4 | siendo los tres primeros
valores los correspondientes a las coordenadas espaciales y el cuarto para la coordenada
temporal; de la misma manera, [ toma los valores de 1, 2, 3. El altimo término es una cantidad

escalar que puede evaluarse en el sistema comoévil de tal manera que:

U,
v Th— kZFm’ (216)

zc
donde ya se tomé en cuenta el hecho de que F44 = 0 (ver apéndice J). Sustituyendo estos

resultados la produccion de entropia es:

o otk (24 1 L5
o /fB/SOf Vo K hid”k {( n + P g(%) * z " g(%) T

ny Te 1 i *
— (B k) e [ O R, (217)

donde ¢ toma los valores de 1,2, 3.

Las ecuaciones se escriben en el sistema comoévil, no sélo debido a una obvia simplificacion

de los calculos, que no hace perder la generalidad de los resultados puesto que se esté usando

29



la notacion tensorial sino porque resulta necesario escribir el flujo de calor en este sistema
puesto que el calculo debe enfocarse en aquello que produce el calor, sin tomar en cuenta
energia mecanica y otras contribuciones. Asi pues, el siguiente paso consiste en identificar
los flujos de calor y de entalpia con la finalidad de expresar la produccién de entropia en

términos de estos flujos. Recordando la definicion de flujo de calor:

J[%] = mc2/k£’y(k)f(o)90d*k _ mc2/k£”y(k)f(1)d*k (218)

y sabiendo que el flujo de entalpia puede escribirse como [1]:

I = me® / K fOudk. (219)

El flujo de entalpia se anula, al igual que en el caso no relativista. Esto sucede debido a que
se trata de un fluido simple, en el caso de uno multicomponente, este flujo de entalpia es
distinto de cero [58].

Se usa la relacion (201), re-escrita aqui para mayor claridad: —c?T, = ®* y, después de
una manipulacion algebraica directa se obtiene que la producciéon de entropia en un fluido
simple, no degenerado y relativista depende de tres fuerzas termodinamicas (gradiente del

potencial gravitacional, de la densidad de particulas y de la temperatura):

1 1 1 ny 1 1 T,
o= —kpJo || — 55—~ | & - —’+(—— )—] 220
oo |(wgmm) ¥ - wom e + (- oom) 7 220
Las dos primeras corresponden a efectos puramente relativistas y, en el limite donde z — 0,

la ecuacion (160) se recupera.

1/G(1/2)
0.20 -

0151

0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 5. Comportamiento del coeficiente 1/9(1/2) que acopla la produccion de entropia con los gra-
dientes de un potencial gravitacional y de la densidad del nimero de particulas en un fluido relativista . El

coeficiente se anula en z = 0 y toma un valor no despreciable para z > 1.

En la figura 5, el comportamiento de G(1/-) puede observarse, donde se presenta la grafica
de 1/G(1/>) como funcién de z, resulta evidente que los dos primeros términos de (220)
tienden a cero a medida que el fenémeno se torna clasico.

1

Al tomar el limite para z < 1 se tiene que G ™ 1-— gz + ..., por lo que la producciéon

de entropia resulta:

o ~ _&’ (221)

recuperando asi el limite no relativista. Estos céalculos fueron realizados en presencia de un
campo gravitacional, sin embargo, se pueden generalizar facilmente a un campo conservativo
arbitrario [14].

Los resultados presentados en este capitulo se relacionan directamente con los de la ley de
Tolman, vista en el capitulo anterior. Al considerar que en un estado de equililbrio local no
hay produccion de entropia, ¢(® = 0, lo que sucede en el caso relativista es que los gradientes
(de densidad, de temperatura y del potencial gravitacional) se compensan entre si y de esa
manera se sostiene el estado de equilibrio. Por otro lado, si se limita el estudio al caso de un
fluido homogéneo, el gradiente de densidad es cero, por lo que se tiene que un gradiente de

temperatura se ve compensado por un campo gravitacional:

(Zegrm)* = (- aum) 7 222

Si se desarrollan en serie de Taylor los términos entre paréntesis y se conservan los términos

de primer orden en z, se recuperara la conocida ley de Tolman:

1dT 1do

=T 223

T dr cdr’ (223)
que fue establecida en 1930 por Richard C. Tolman [54] usando, como se mencioné en el

capitulo anterior, inicamente argumentos fenomenolégicos y de termostatica.
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VII. CONSIDERACIONES FINALES

En este trabajo se realiza el analisis de tres conceptos fundamentales relacionados con
fluidos relativistas. El capitulo IV se dedica al analisis del principio de antecedencia desde
un punto de vista novedoso dado que el concepto de cono de frecuencias no se encuentra
reportado en la literatura previa a la referencia [11]. Los capitulos V y VI se enfocan al
analisis de las relaciones entre las variables termodinamicas y las ecuaciones de transporte
bajo la 6ptica de un formalismo alterno al propuesto por Eckart en 1940, en el caso especifico
de la ecuacion constitutiva del flujo de calor. Las patologias que presenta el formalismo
de Eckart y que han sido ampliamente documentadas en la literatura especializada, han
conducido a que muchos investigadores se inclinen por usar las técnicas de la termodinamica
extendida, esto, hablando de los enfoques tedricos tradicionales (no se tocara aqui el tema del
analisis numérico). Esta tesis se ha desarrollado con teorias de primer orden en los gradientes,
en el marco de la teoria cinética.

La comunidad cientifica asumia, pues, que si se queria trabajar a primer orden en los
gradientes, se debia hacer admitiendo las inestabilidades en las soluciones, en el sentido en
que éstas divergen; y también con soluciones que no satisfacian el principio de antecedencia,
comunmente denominadas soluciones no causales. Sin embargo, en 2009 se demostré que las
ecuaciones de transporte linealizadas no presentan inestabilidades genéricas en el régimen de
Navier-Stokes, al utilizar la ecuacién constitutiva para el flujo de calor de Eckart modificado
[6].

En el capitulo IV, se demuestra que a nivel del régimen de Euler, el sistema de ecuaciones
linealizadas no viola el principio de antecedencia. Este genera un sistema hiperbolico y no
uno parabodlico. Lo que en el capitulo IV se presenta es una manera intuitiva de analizar la
causalidad, en el contexto de la propagacion de ondas térmicas. Este enfoque se fundamenta
en dos elementos: el trabajar con el conjunto completo de ecuaciones de transporte, lo que
conduce a un sistema hiperbolico y a la estimacion de las rapideces caracteristicas de pro-
pagacion de las fluctuaciones. Como se menciond, el limite no relativista para las rapideces
de propagacion de las fluctuaciones fue recuperado, como era de esperarse. Es importante
recalcar que las fluctuaciones térmicas también satisfacen una ecuacion diferencial parcial hi-
perbodlica. En la mayoria de los libros de texto, el establecimiento de la ecuacion -parabdlica-

de conduccion de calor se basa en una extension de la ecuacion (56) incluyendo conduccion
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de calor pero despreciando las fluctuaciones de la velocidad (ver apéndice L). Por otro lado,
si la ecuaciéon de movimiento linealizada (59) se toma como base de la descripcion de las
fluctuaciones térmicas, entonces se obtiene una ecuaciéon causal para el fluido no disipativo.
Asi pues, se sugiere que en el caso disipativo se debe de tomar en cuenta la generalizacion
adecuada del sistema linealizado completo (56-59), haciendo hincapié en el papel de la ecua-
cion (59) al analizar las propiedades causales del sistema. El despreciar las fluctuaciones de
la velocidad claramente conduce a problemas de causalidad. El hecho de hacer 66 = 0 no
corresponde a una realidad fisica porque cuando el fluido esta en reposo, la velocidad media
es cero pero las fluctuaciones subsisten. Un célculo similar, en la seccion A del capitulo 1V,
muestra que las fluctuaciones en densidad (dn) también siguen una ecuaciéon de tipo hiper-
bolico. Este resultado puede ser de utilidad para la validacién de métodos numéricos en el
caso no-lineal y, en general, para simplificar célculos. También puede destacarse el hecho
de que las fluctuaciones de densidad, al despreciarse las fluctuaciones térmicas, y, a su vez,
las fluctuaciones térmicas, al despreciarse las fluctuaciones de densidad, presentan diferentes
rapideces de propagacion, satisfaciéndose la relacion C? + C% = (C? [11]. Las expresiones
aproximadas (86) y (87) pueden resultar utiles en situaciones particulares que involucran
efectos disipativos. En estos casos, es complicado desacoplar el sistema de ecuaciones de
transporte en el dominio espacial y el temporal. Sin embargo, ello puede lograrse en el es-
pacio de Fourier-Laplace, donde el espectro de Rayleigh-Brillouin se puede establecer, este
es el tema analizado en la seccién B del mismo capitulo.

A nivel de Navier-Stokes, las soluciones resultan causales al usar la ecuacion constitutiva
para el flujo de calor que se ha llamado formalismo modificado de Eckart. Se desarrolld
una prueba (seccion B capitulo IV) que permite establecer si un conjunto de ecuaciones
de transporte linealizadas conducen a una soluciéon causal o no. Al realizarse los célculos
con el formalismo de Eckart, y con una z grande, el pico de Rayleigh invade los dos picos
de Brillouin, entrando en [la region prohibida del cono de frecuencias, esto indica que el
problema de la no-causalidad se presenta debido al acoplamiento del flujo de calor con la
aceleracion. Aqui cabe senalar que, si bien este espectro se ha generado experimentalmente,
solo ha sido en el régimen clésico, en el relativista no, sin embargo, no parecen existir razones
fundamentadas para suponer la no formacion del espectro en este régimen. Por ejemplo, se
ha podido identificar, para el caso relativista, una signatura relativista en la dispersion de

Compton, cuando el fluido es tal que z ~ 1 y la radiaciéon coésmica de microondas pasa
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a través del fluido. Esto si se ha detectado observacionalmente [59]. Si el fluido fuera més
denso, habria dispersion Rayleigh-Brillouin ademas de dispersion Compton, pero este es un

ejemplo de dispersion de luz donde aparecen efectos relativistas debido a propiedades del

fluido.

En el capitulo V se demuestra, usando teoria cinética relativista, que en un fluido simple,
inhomogéneo y relativista puede generarse un flujo de calor, no sélo a partir de un gradiente
de temperatura y/o un gradiente de densidad sino también a partir de un potencial gravita-
cional linealizado, con una métrica newtoniana. Ya se sabia que un flujo de calor se genera
cuando esta presente un gradiente de temperatura en un fluido simple. Richard C. Tolman
demostro, valiéndose de argumentos fenomenolégicos y termostaticos, que un campo gravi-
tacional linealizado puede equilibrar un gradiente de temperatura con la finalidad de lograr
el equilibrio térmico.

Al analizar la ecuacion (145) se observa que el flujo esta acoplado tnicamente con fuerzas
canodnicas. Adicionalmente, se observa la presencia de dos efectos cruzados presentes en un
fluido simple relativista, estos efectos cruzados estan ausentes en el caso de fluidos simples
no relativistas, aiin en presencia de fuerzas externas.

Si bien este estudio esta centrado en la relatividad especial, en el capitulo V, se trabaja
con geodésicas, que son la forma en que la relatividad general incorpora la presencia de
fuerzas, sin embargo, se termina usando una expresion aproximada, via la gravedad linea-
lizada, cambiando el régimen nuevamente al de relatividad especial. El apéndice J describe
la aproximacion y el apéndice M muestra la ecuacion de Boltzmann en relatividad especial
y general. Dicha aproximacion es la misma suposicion realizada originalmente por Tolman.

El capitulo V pone de manifiesto, nuevamente, la potencia de la teoria cinética como
herramienta exploratoria de los coeficientes de transporte de gases en presencia de campos
gravitacionales intensos, poco estudiados en el pasado. La extension del resultado presentado
en este capitulo a espacio-tiempo no estatico es un tema de sumo interés que sera abordado

en el futuro cercano.

El capitulo VI presenta el calculo de la produccion de entropia en un fluido simple re-
lativista en presencia de un campo gravitacional. Es de hacer notar que la expresion (220)
implica que, en este tipo de fluidos, no so6lo es el gradiente de temperatura que produce en-

tropia, sino también un gradiente de densidad y/o un gradiente de potencial gravitacional;
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este resultado se puede extender facilmente al caso en presencia de un campo electrostatico
[14]. Las aproximaciones realizadas en el capitulo VI toman sentido al analizar la analogia
de este caso gravitacional con el caso electrostatico, descrito con el efecto Benedicks [55].
Se decidié despreciar los términos no lineales (los productos de gamas) y usar una métrica

newtoniana, de manera tal que la aceleraciéon se pudiese modelar por la expresiéon
vt = —T, (224)

dichas aproximaciones se efectuaron en el dmbito de la relatividad general, con el fluido
simple inmerso en un campo gravitacional, para poder analizar el fendémeno con ecuaciones
tipo Maxwell, por el principio de equivalencia que hace que las masas se cancelen, cosa
que no puede hacerse a la inversa. El equipo de trabajo especializado con el que tengo la
oportunidad de colaborar, considera que el analizar a fondo la manera de expresar las fuerzas
en relatividad especial y la curvatura en relatividad general, a través de estas analogias,
contribuira al esclarecimiento de puntos clave en las teorias unificadoras. En particular,
abordar las analogias de este tipo que se presentan entre la teoria electromagnética y la

gravitacional [60].

En los ultimos tres capitulos se demuestra la utilidad de la teoria cinética al abordar,
desde primeros principios y sin supuestos empiricos, tres situaciones especificas de fluidos
diluidos, simples, relativistas y no degenerados. Ademas de los casos analizados aqui, en la
literatura especializada se han venido publicando articulos sobre situaciones y fenémenos
bajo esta nueva Optica, revelando que el uso de la ecuacién constitutiva de flujo de calor mo-
dificada conduce a soluciones estables, causales y que predicen situaciones fisicas observables
o predichas numéricamente. Por ejemplo, en [55], se demuestra que en fluidos relativistas
monocomponentes, el campo eléctrico genera flujo de calor. Paralelamente, en [61, 62| se
muestra que el acoplamiento del flujo de calor con la aceleraciéon también genera un efecto
patolégico en cuanto a formacion de estructuras (astrofisicas); de hecho, conduce a resul-
tados donde los efectos de la gravedad resultan despreciables, esto por supuesto contradice
los datos proporcionados por las observaciones astronémicas. De manera tal que todo indica
que la teoria cinética, en particular con esta ecuacién constitutiva para el flujo de calor,
permite un tratamiento novedoso, libre de inestabilidades (por lo menos en el sentido de las

genéricas, detectadas por Hiscock y Lindblom) y de comportamientos no causales.
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En contraparte, se debe admitir que la Termodinamica Irreversible Lineal [15], esta li-
mitada a funcionar en aquellos sistemas en equilibrio o, por lo menos, cerca del equilibrio,
siendo que existen diversos fenémenos de la naturaleza que se desarrollan fuera de equilibrio
como por ejemplo los medios viscoelésticos, los fluidos poliméricos y la formacién de ondas
de choque en la materia, en cuyos casos las ecuaciones linealizadas usadas en el analisis
aqui presentado no describen apropiadamente estas dinamicas. Atn més, la ley de accion
de masas, establecida por primera vez por Guldberg y Waage, que funciona en términos
préacticos, no es explicada por la Termodinamica Irreversible Lineal [15]. A pesar de ello, la
aportacion de la teoria cinética, incluso en el régimen cercano al equilibrio local, se considera
fundamental para desarrollos de tipo numérico que permiten abordar, si bien por el momen-
to con muchas simplificaciones, las situaciones descritas que claramente se desarrollan fuera

del equilibrio local.
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Apéndices

A. Lista de términos mas usados

Simbolo

Significado

g(z)

cociente KC3(1/2)/Ko(1/z)

kr

compresibilidad isotérmica

ke

constante de Boltzmann

Rth

conductividad térmica

Kl/

cuadri-velocidad cadtica relativista

u

cuadri-velocidad hidrodindamica

cuadri-velocidad molecular

deta de Kronecker

densidad de particulas

derivada covariante de YT#

energia interna

entropia absoluta

entropia por particla

factor de Lorentz respecto de la tri-velocidad p

flujo de calor

funcion de distribucién de Jittner

funcién de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann

funcién modificada de Bessel de orden n

gradiente de YT

masa de una particula

métrica

parametro de Knudsen

parametro relativista

producciéon de entropia

he?

proyector espacial

rapidez de la luz

simbolo de Christoffel de segunda especie
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t tiempo

T temperatura
kf tri-velocidad cadtica relativista
wh tri-velocidad molecular

T |variable termodinamica local arbitraria

i vector posicion

'S velocidad cadtica no relativista
~ ptne _ p+nmc® _ 1

p ~Nte T e T nmg(;)

B. Kernel colisional

Se presenta el calculo del ntimero de particulas que entran y salen, por colisiones, de una
region del espacio fase.

Se supone que las colisiones tienen lugar en el volumen @ade*vl, donde ¥ es un flujo
de particulas invariante [34], que juega el papel de una velocidad relativa, d*v; = C‘f%“ es
el diferencial de volumen en el espacio de velocidades y es un invariante [36], o la seccion
transversal de la colision entre un par de particulas y 2 el angulo sélido correspondiente a
la colision.

Para las particulas cuyas velocidades antes de la colision son (v,v;) y posterior a la
misma son (v',v}), que ocurren entre todas las particulas con velocidad v; y una par-
ticula con velocidad v en el tiempo dt, se tiene que el nimero total de colisiones es
[ f(7t,9)f(7, t,v})ﬁade*vd*vl; procediendo de manera analoga, para las colisiones inver-
sas, inicialmente con velocidades (v',v}) y posterioremente con velocidades (v, v1), que ocu-
rren entre todas las particulas con velocidad v’; y una particula con velocidad v" en el tiempo
dt, se tiene que el nimero total de colisiones es [ f(7,t, 17’) f(7,t, vZ)@ade*v’ d*vy. El ntime-
ro total de colisiones es la diferencia entre el nimero de colisiones de cada tipo, de modo
que: [ f(7,t,0)f(7,¢, v})éadﬂd*vd*vl — [ f(7.t, J)f(f”, t, UZ)@O’de*U/d*Ull, que por simplicidad
se suele escribir como: [(ffi — ' fHDodQdvy,
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C. Conceptos basicos de analisis tensorial
La notacion tensorial permite formular matematicamente las leyes fisicas de manera in-
dependiente del sistema de referencia. La convencion de Einstein para la suma de términos

con indices repetidos es la siguiente:

aor® = a1t + asx® + asx® + aqxt. (225)

Un tensor contravariante es aquel que se transforma de un sistema de coordenadas

(xt, 22, ..., 2V) 1 72 V) mediante la transfor-

a otro sistema de coordenadas (zZ', z°, ...... , T

macion:

. 0z
AP = A
ox™

Un tensor covariante es aquel que se transforma de un sistema de coordenadas

(226)

(zt, 22, ... , V) a otro sistema de coordenadas (7!, 7%, ...... , ZV) mediante la transfor-
macion:

- ox®

Ag = 55 4a. (227)

Un tensor mixto es aquel que se transforma de un sistema de coordenadas

2 N) mediante la transfor-

(z!, 22, ... , V) a otro sistema de coordenadas (7!, Z?%, ...... , 7V)

macion:

_ ox® dx¥
P —— "
B zm oxBT Y

Con la finalidad de que las funciones y ecuaciones preserven las invarianzas, hecho que

(228)

resulta fundamental en relatividad, deben escribirse de manera covariante.

La contraccion es una de las operaciones basicas con tensores: si en un tensor mixto
se igualan un indice contravariante y uno covariante. Al sumarse respecto de dicho indice,
como lo indica la convencién de suma, el resultado es un nuevo tensor dos unidades inferior
al original. Por ejemplo: AZ‘B , si se hace 8 = p, se tendra otro vector B®.

El tensor métrico es aquel que permite transformar el elemento de linea (longitud de arco)
ds? = g, da*dx”, es decir, permite medir distancias en el espacio-tiempo curvo. Conociendo

la métrica en un espacio, se le conoce en cualquier otro por la relacion:
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ox® OxP

q v — =— = 0a 7 229
G = Dzn o 97 (229)
también tiene las propiedades siguientes:
g;wAV = Au (230)
y
g"A, = A" (231)

El espacio-tiempo de Minkowski es una variedad lorentziana de curvatura nula. La métrica

de Minkowski en cartesianas, con la signatura (4+ + +—) es:

100 O
010 0
Guv = . (232)
001 O
000 —1

Se denomina simbolo de Christoffel (que no es un tensor) a la expresion:

g'ul/ agau ag,ﬁu agaﬁ
. =< — ) 233
of (8375 * dz®  Ox (233)
La derivada covariante de un tensor A, respecto de z° se define como:
0A,
Aa;ﬂ = OxB - FZ,BAH' (234)
La derivada covariante de un tensor A% respecto de z° se define como:
« aAa (0%
La divergencia de un tensor A% respecto de x se define como:
0A
At = — —T¢ A~ 236
e 61.04 ap ( )
El proyector espacial se define como
uru”
ht" = g + (237)

)
02
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proyecta un cuadri-vector arbitrario en otro cuadri-vector perpendicular a U*, ademés en el

sistema comoévil hyy = 0, pues tiene la forma:

1000
0100

By = . (238)
0010

0000

D. La funcién de distribucion de Jiittner y la de Maxwell-Boltzmann

En esta seccion se verifica que en el limite z < 1 la funcién de distribuciéon de Jiittner
se transforma en la funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann. Se empieza al tomar el
primer término de la expansion en serie de Taylor de la funcion de Bessel de orden 2 [63],

presente en la funcion de Jiittner:

nmc? _me? (14 02
~ FT VT 2e2) 239
frE 47TC3/€BT€_%(%,2)1/2 ( )
se efectiian simplificaciones sucesivas:
nm  eze: my?
~ T 2kpT 240
frE 47rckBT(§Z)1/26 B, (240)
mvz
nm e 2kpT
~ 241
Jre drckpT wkpT2me?’ (241)
y se obtiene finalmente:
nm  _m?
frE ~ 27rck;BT€ 5T = fNR, (242)

que es la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann.

E. Derivadas parciales de las funciones de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann
y de Jiittner
En este apéndice se muestran las derivadas parciales de la funcion de distribucion de

Maxwell-Boltzmann

df(O) B af(O) on 3f(0) oT af(O)a_g

d  on ot oT ot ou i (243)
df o f[1on 1/ 3 me®\ T mes \ Ou
a7 {ﬁ%+f (_§+—2k:BT> o (ﬁ) a] (244)
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y las de la funciéon de distribucion de Jiittner

UM
e

of© af© af©
(O
Jao = g et g Tat

o 1 (K (2 1 Ta
fQ = {% — [1 -1+ (K; Elg +G (;)) =t %u;‘é}
F. Las ecuaciones de Euler relativistas
Las ecuaciones de Euler relativistas son las siguientes:
e ecuacion de continuidad
?3_7; +U'ny = —nld!,, (245)

e ccuacion de balance de impetu

(%—iz) +uut = —hf”%;% (TT + %) +elr Ty, (246)

e ccuacion de balance de energia (usando la temperatura como variable de estado)

or
il T, — _
ar TU L=

En el sistema comoévil las ecuaciones anteriores se modifican de la siguiente manera:

s, (247)

e ccuacion de continuidad

() ~o s

e ecuacion de balance de impetu

0 2
()=o) ol e

cm p n

(7) -

ademas, se tiene que

4
(%) — 0, (251)
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G. Analogia con el caso electromagnético

En el electromagnestismo, se presenta una situacion similar a la desarrollada en el caso
de fluctuaciones de fluidos relativistas. No se cuestiona el hecho de que las ondas elec-
tromagnéticas viajan a la velocidad de la luz. El calculo que sigue son notas del curso de
termodinamica irreversible del Dr. Sandoval-Villalbazo, y muestra los supuestos que contiene
este importante resultado.

El punto de partida lo constituye las ecuaciones de Maxwell, que contienen la dinamica

de todos los fendomenos electromagnéticos clasicos [64]:

VxFE = —%—?, (252)
ﬁxé:é%—ermf (253)
V.B=0 (254)
VE="L (255)

€0

Se toma el rotacional de la expresion (252), y se usa la ecuaciéon (253) para obtener la

siguiente expresion:

0 (10F
2
=2 (?E) (256)
O, con la forma general:
9 1 0°F

donde se obtiene una ecuacién de ondas, mostrando que los fenémenos eléctricos viajan como
una onda a la velocidad de la luz (¢). Una expresion analoga se obtiene en el caso del campo
magnético. Ahora bien, si las derivadas temporales se desprecian, se obtendra una ecuacion
parabolica, en lugar de una hiperbdlica, lo que implica que los campos electromagnéticos se

propagarian de manera instanténea (ecuaciéon de Laplace).
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H. Demostracion de V2R, =0

En este apéndice se demuestra que el laplaciano de la funcién Ry(7) que aparece en
las ecuaciones (72) y (77) es cero, lo que implica que las fluctuaciones en densidad (dn)
y en temperatura (67") satisfacen una ecuacion de ondas. Se empieza con la ecuacion (77)

re-escrita a continuacion:

*(0T) VBTO"O <k_B _ 1)} V2(6T) = @VQ(RO%

or? f Co ACo

y se sustituye 67" tomandolo de la ecuacion (68):

(6n — RO)} = RIS Gy, (258)

(Y

2 [kpTy
0 [m (on — RO)} | kBTono (kB ) | w2 kpTy
ot? i Coy CuNo

de donde:

kBTO 82 ((571) _ k37:0n0 k_B 1 kBTO V2 (571)
CuNo ot? 7 Cy Cuo

kpTi k kpTi k3T?
ﬁ) Cy CyN )

y luego de un reacomodo de términos:

82(;?) B VB;;O”O (lz_f _ 1)} VZ (6n)

ksTong [k kT
- [ 500 (—B - 1)} V2R, = 22 fh"”(’ V*(Ry), (260)

= Co

P
Los dos primeros términos de la ecuacion (260) corresponden al miembro izquierdo de la

ecuacion (72), por lo que se obtiene:

k3T, kgTi k kgTi
_MVQ (RO) _ |: B ~OnO (_B _ 1>:| VQRO + ﬂVQ(RO), (261)
P Cy %) Cy o)
se trasladan todos los términos del lado izquierdo de la ecuacién:
2T, Tt T
{—nO}CB .- [kB 0T (k—B = 1)] _ ke NO"O}VQ (Ro) =0, (262)
PoCy J2y Cy Joq)
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que luego de un rearreglo de términos:

(i) (e 2w o (263)

24 Cy Cy

de donde se obtiene finalmente que:

V2 (Ry) = 0, (264)

que es el objetivo de esta demostracion.

I. Céalculo de la relacién de dispersiéon correspondiente al espectro de Rayleigh-
Brillouin en presencia de la ecuaciéon constitutiva modificada para el flujo de

calor

Para establecer la relacion de dispersion del espectro, se parte del sistema de ecuacio-
nes linealizado que describe la dinamica de un fluido simple relativista con la ecuacion de
continuidad, la de balance de impetu y la de conservacion de la energia, se incluye la ecua-
cién constitutiva linealizada para el flujo de calor. Luego se obtienen, sucesivamente, las
transformadas de Fourier y de Laplace (es irrelevante el orden en que se efectiien). Poste-
riormente se escribe la ecuacién matricial del sistema transformado, que sera de la forma
MH = ND,y, donde M es una matriz de 4x4 cuyos elementos son los coeficientes de las
incognitas, H es una de 4x1, formado con las incognitas, N es una matriz de 4x4 que que
contiene los coeficientes de las transformadas de Fourier-Laplace de los valores iniciales de
las incognitas y Dy es también de 4x1 y contiene los valores iniciales de las incégnitas. Se
calcula el determinante de la matriz M y se iguala a cero, a esta ecuacion se le denomina
relacion de dispersion. Se forma una matriz cuyas cuatro primeras filas son los coeficientes
de las transformadas de las incognitas (on, T, 60 y 5‘][2)];11)' El ejemplo que a continuacion
se desarrolla es el de la ecuacion constitutiva para el flujo de calor de Eckart modificado.

Al efectuar la transformada de Laplace se obtienen las siguientes ecuaciones:
son(r, s) + ngdd = on(r,0), (265)

_ . i S 1
fosd0(r, s)+noksV? (8T (r,5) ) +kuToV* (G0(r. )+ 5 V-0.%q) = w0(r,0)+—V-Jiz (1 0).
(266)
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n9CsT(r, 8) + nokpTod0(r, s) + V - 617 (r, 8) = 19CrdT (7, 0), (267)

. L .
V-0 g rs) = —H V" <5T(r, s)) . —v2 (67(r, 5)) | (268)
donde s el parametro de la transformada de Laplace, r el vector posicion y el simbolo ~ indica

la variable transformada. Al efectuar la transformada de Fourier sobre las transformadas de

Laplace se obtienen las siguientes ecuaciones:

s67i(r, 8) + nodd = (g, 0), (269)

[s80(r, 8)+nokp V2 (5%@; s)>+kBT0V2 (5ﬁ<r,s>)+§v.5ﬁg] = 700(q,0)+ 1y J2(a,0),

(270)

noCnséf(r, s) + nok:BTodé(r, s)+ V- 5:]2[”@] (r, s) = noCpdT (g, 0), (271)
= Luo ~ Lnip

V-0 (rs) = =4V (5T(7~ s)> 1ty (5 (4, )) , (272)

donde ¢ es el pardmetro de la transformada de Fourier y el simbolo " indica la variable

transformada. Finalmente se obtiene la siguiente ecuaciéon matricial:

s no 0 0 on(q, s) 10 0 O 6n(q,0)
—kpTog® noms —nokq® % 55((], s) om0 % 56(q,0)
0 nokpTy Cpnos 1 Mg(q,s) a 0 0 nyC, O 5T(q,0)
—le 00—k 1) \ oy, (,8) 00 0 0/ \aJ%.(e0
(273)

donde 7, 6, Tyj[‘b],u son las transformadas de las incégnitas del sistema matricial. Se
calcula el determinante de dicha matriz y se iguala a cero, esa es justamente la relacion de

dispersion.

d383 + d252 + d18 + d(] =0

los coeficientes ds,ds, dy y dy se encuentran en las referencias [10, 50].
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J. Gravedad linealizada
La gravedad linealizada es un esquema de aproximaciéon usado en relatividad general en
el cual las contribuciones no lineales del tensor de Riemann (o tensor de curvatura) son

— T +

ignoradas. Este tensor es funcion de los simbolos de Christoffel: Rf,, = I'; Buw

Bu,p

I FZHF;“V. El objetivo es reproducir el campo gravitatorio supuesto por Newton de

manera de que se cumpla la ecuacion:

mv" = myg", (274)

con m; la masa inercial y m, la gravitacional. Dado que ambas masas son iguales se tiene

que
=gt =0. (275)

En un espacio de Minkowsky la ecuaciéon de movimiento en un campo gravitacional puede

escribirse como

0 = v, P, (276)

entonces la ecuacion puede reescribirse de la siguiente manera

0 — v, O =0, (277)

que corresponde a la ecuacion de la geodésica (@ + I'f, 24 = 0). Si se expresa la velocidad

Vg COMO

v (278)

V(W)€

y el tensor de campo gravitacional, F**, como
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0 0 0 gl/c
0 0 0 92/c
Fre = / ) (279)
0 0 0 9/c
fgl/c fgz/c fgs/c 0

Al calcular la aceleracion como v, F'“*, esto es

Y(w)W1 0 0 0 91/0
)W 0 0 0 92/
or = | T2 el (280)
Y(w)W3 0 0 0 93/0
—"}/(w)C 791/0 792/6 793/0 0
resulta
—V(w)91
o= | TP (281)
V()93
0
Para las componentes espaciales, la ecuacion (277) puede reescribirse como:
v, P = 0 F% = —v,,4". (282)
Resulta interesante hacer notar que en el caso electromagnético
d 14
md—t = qu, F . (283)

En esta expresion, no existe una cancelacion equivalente a la de las masas en el caso gravita-
cional. Esto hace imposible identificar directamente la ecuacion (283) con una geodésica en
un espacio-tiempo de cuatro dimensiones. Una solucién posible a este problema fue propuesta

por T. Kaluza en 1921, recurriendo a cinco dimensiones [65].

La métrica asociada a la gravedad newtoniana es la siguiente:

100 0
010 0
v = y (284)
001 0
000 (-1+3%)
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la inversa de dicha matriz resulta:

100 0
010 0
001 0

1
000 (5t) |

g/“’ -

(285)

Se calcula la inversa debido a la propiedad que establece que g,,,g™ = &¢,. Por lo tanto, al

realizar un desarrollo en serie del elemento g;;' , la métrica asociada a la gravedad newtoniana

escrita de manera contravariante es la ecuacion (200) reescrita a continuacion:

(100 0

010 0
9" =

001 0

(000 (-1—3) ]

(286)

Se pueden calcular los simbolos de Christoffel usando la definiciéon (233) y resulta que los

tnicos no nulos son los siguientes:

®
r,=ri=r=——:.
44 44 44 502
Lo anterior permite calcular el término UOTZ4% :
U,+ U U,

U U
UOTZ4_# = Ulrlﬁ_ﬂ + U2F§4 + U?ng;_# + U4FZ4_u>
16 16 zc 16 zc
1
U,

(%

2

v
P (Tyylhy + Tyl + T3 Us + Tiyls) +

3

v
= (Dighy + T3 ,Us + T3 Us + T1,U) +

4
v
s (Pials + T3l + T3,Us + Tyl -

En el sistema comoévil Uy =Us =Us =0, Uy = c y v* = v(k)k’e, por lo que
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apn U Yk
vThy—t = %HFZ. (290)

K. Resolucién de la integral (142)

En el capitulo V se muestra el resultado del calculo de la integral:

™ , n [P 3/2 V(k)
Jb = ——4¢" / e = (ym — 1 ( 1) dr,
=m0 Do) e (geg m )

cuyo desarrollo se describe a continuacion.

Se divide la integral en la suma de dos integrales:

™™ c“n R 1)) 3 ™ An vy 3
Jig,) = —Z—/ e (ywm—1) /27?k>d7+—9£ / e (v — 1) wwdy,

G(1/)K (3) K (2)
(291)

se usa el hecho de que G(V/2) = K3(1/2)/Ka(Y/2):

me*n

o) = 3,9

1 =) 3/2 1 /Oo (k) 3/2 o
p -1 dy — — z —1 dv| .
%0 /1 e (v — 1) vwdy o) c (v — 1) (Wk) 7]
292)

W=

La funcion de Bessel modificada de orden v se escribe como [63]:

1 VT 1\ [ 2w IR
. <5):_m (%) /1 e (=1 "dv (203)

para v = 2 se tiene:

e (§> B _§ (2iz>2/10061(k> (v~ 1) d, (204)

y para v = 3

SO e e

Se identifican las funciones modificadas de Bessel de orden 2 y 3 y se obtiene que:

Ty = T”;j”g‘f { /@1@) [32«%3 G)] - Kgle) {3%162( )+ 52K; <1)} } (296)




Se usa el hecho de que z = l;f—cf y resulta que la contribuciéon gravitacional al flujo de

calor es:

e L) ] (207)

L. Acerca de la parabolicidad de la ecuacién de calor

En el capitulo IV se muestra que las ecuaciones (58, 59 y 60) conforman un conjunto de
ecuaciones linealizadas de la cual se deduce que las fluctuaciones satisfacen una ecuacion de
ondas. Se empieza por tomar las mismas tres ecuaciones e incluir el término de conducciéon

de calor, con lo que se tiene:

B L
(gf) +ph— V- Jg =0, (298)
luego se calcula la derivada temporal del término de la energia (n, T) y se obtiene:
d(ne) Je\ On de\ OT
Y S i - ) = 299
di ”(an)T ot +n<8T)n o0 (299)
después se sustituye la ecuacion (298) en (299), y resulta:
Je\ On de\ OT S
ge) an ) L0V Jo =0,
n(8n>T BT +n(8T>n BT +p0 —V-Jg =0 (300)

Si 6 = 0 se tiene que la densidad de particulas es constante:

d(n)
— =0 301
8t Y ( )
y la ecuacion (300) se convierte en:
de\ oI = -~

Dado que el flujo de calor J[_é] es proporcional a VT , para el caso linealizado:

n (%)n @ — kV2(6T) = 0, (303)

que es una ecuacion paraboélica. Como se establecié anteriormente, la parabolicidad se pre-

senta cuando 6 es despreciado en la ecuacion (300).
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M. Ecuacién de Boltzman en relatividad general

La ecuacion de Boltzmann se puede escribir de manera genérica como:

a _
dt

En relatividad especial se escribe de la siguiente manera:

J(f 1) (304)

of of ,
S w VS = ), (305)

el término de la aceleracion se expresa en términos de la fuerza:

S TV s = J(ff). (306)
En cambio, en relatividad general, la ecuacion de Boltzmann es:

of | .of _
VS = (1), (307)

y debido a que las moléculas se mueven en geodésicas; v* = 0.

La ecuacion de transporte de Enskog adquiere la forma:

( / vhofd *v) = 0, (308)

en la cual el efecto de fuerza externa corresponde a la derivada covariante incluida en esta

altima ecuacion.
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